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Vorwort.

Die Gesellschaft der Wissenschaften hat uns mit dem Auftrag beehrt, Pro-
fessor Sophus Lies hinterlassene Manuscripte durchzusehen, da sich
darunter moglicherweise Abhandlungen befinden konnten, die sich zur Bear-
beitung oder Verdffentlichung eigneten.

Von den sehr zahlreichen hinterlassenen Manuscripten, deren Verzeichniss
spater veroffentlicht werden soll, sind nur wenige soweit ausgearbeitet, dass
sie ohne weiteres gedruckt werden kénnten.

Dagegen finden sich zahlreiche Entwiirfe mit skizzirten Arbeiten und hin-
geworfenen Ideen, die bei eingehenderer Bearbeitung wohl interessante Re-
sultate liefern konnen.

Wir publicieren hiermit die erste der nachgelassenen Abhandlungen: Uber
Integralinvarianten und Differentialgleichungen. Diese bildet eine Fortset-
zung zweier fritherer Abhandlungen iiber Integralinvarianten, die in den Be-
richten der kgl. Sach. Gesellschaft der Wiss. zu Leipzig 1897 publicirt sind,
und war von Lie urspriinglich, wie aus einer Aufschrift auf dem Manuscript
hervorgeht, bestimmt, ebenda zu erscheinen.

Die Abhandlung ist im Grossen und Ganzen ziemlich ins Reine geschrie-
ben und hier und da sind Correcturen iibergeklebt. Daher diirfte sie von Lie
bereits fiir den Druck bestimmt gewesen sein. Zwar fehlt der angekiindigte
zweite Theil (sieche S. 6, Note 7) und die Einleitung scheint noch nicht
endgiiltig redigiert gewesen zu sein; aber die Abhandlung bildet trotzdem ein
so abgeschlossenes Ganzes, dass wir kein Bedenken tragen sie zu verdffent-
lichen.

Wir haben das Studium dieser Abhandlung durch Anmerkungen an sol-
chen Stellen zu erleichtern gesucht, wo ein Citat oder eine Erlauterung wiin-
schenswerth scheinen konnte. Hier und da haben wir auch kleinere Schreib-
oder Rechenfehler richtig gestellt, worauf wir stets in Anmerkungen aufmerk-
sam machen.

Wir sprechen hiermit Hr. Professor H. Goldschmidt in Christiania und
Hr. Professor Friedrich Engel in Leipzig unseren besten Dank fiir ihre
Mithiilfe beim Correcturenlesen aus. Dem Letztgenannten verdanken wir
auch mehrere werthvolle Aufkldrungen iiber gewisse Punkte in der Einlei-
tung.

Alf Guldberg. Carl Stgrmer.






Uber Integralinvarianten und Differentialgleichungen*.
von
Sophus Lie.

In zwei Abhandlungen, die in den Leipziger Berichten erschienen sind,
habe ich wichtige Beitrage zu der schon frither von mir gestreiften allge-
meinen Theorie der Integralinvarianten geliefert. In der ersten Arbeit, die
zunéchst dem allgemeinen Begriffe der Integralinvarianten und dem Zusam-
menhang dieses Begriffes mit meiner Theorie der continuierlichen Gruppen
und der Differentialinvarianten gewidmet war, sah ich mich dazu veranlasst,
das Abhéngigkeitsverhéltniss zu betonen, in dem die Arbeiten anderer Ma-
thematiker iiber diesen Gegenstand zu meinen #lteren Arbeiten stehen. In
der zweiten Abhandlung beschéftigte ich mich mit der Verwerthung bekann-
ter Integralinvarianten fir die Integration vorgelegter Differentialgleichungen
und insbesondere fiir die Reduction einer gegebenen continuirlichen Gruppe
auf ihre Normalform.

In dieser dritten Abhandlung beschéftige ich mich wiederum mit der Be-
deutung der Integralinvarianten fiir die allgemeine Theorie der Differential-
gleichungen, und zwar zerfillt diese Arbeit in mehrere Abschnitte!), in denen
ein lehrreiches Beispiel von sehr allgemeinem Charakter im Einzelnen durch-
gefiihrt wird; gelegentlich gebe ich auch theoretische Entwicklungen, welche
die allgemeine Theorie der Integralinvarianten fordern sollen.

Der Zweck dieser Untersuchungen ist eigentlich ein doppelter. Einerseits
bietet die Theorie der Integralinvarianten an sich ein so grosses Interesse,
dass eine ausfiihrliche Darstellung dieser Lehre als zweckméssig, ja notwen-
dig betrachtet werden muss. Anderseits ist wohl zu beachten, dass die Theorie
der Integralinvarianten im hochsten Masse dazu geeignet ist, besonders lehr-
reiche Ilustrationen zu meinen allgemeinen Integrationstheorien zu liefern.
Seit dem Anfange der siebziger Jahren habe ich eine Reihe fundamentaler
Integrationstheorien entwickelt, in denen ausgedehnte Categorien von Dif-
ferentialgleichungen durch rationelle gruppentheoretische Methoden erledigt
werden, die mit Lagrange’s, Abel’s und Galois’ Behandlung der algebraischen
Gleichungen durchgreifende Analogien darbieten. Diese meine allgemeinen
Untersuchungen, in denen wviele specielle Resultate meiner Nachfolger anti-
cipirt worden sind, haben noch nicht die allgemeine Beachtung gefunden, die

*Die Theorien dieser Abhandlung entwickelte ich im Sommersemester 1897 in meinen
Seminar-Vorlesungen an der Universitat Leipzig. S. Lie.
TLeipziger Berichte Mai und Juli 1897.
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sie entschieden verdienen. Es beruht dies wahrscheinlicherweise in erster Li-
nie darauf, dass meine Theorien fast immer in abstracter Form entwickelt
worden sind*. Darum versuche ich jetzt wie auch in fritheren Publicationen,
lehrreiche und interessante Beispiele zu meinen allgemeinen Theorien im
Einzelnen durchzufiihren.Schliesslich wird es mir wohl einmal gelingen, der
mathematischen Welt klar zu machen, dass gerade die Differentialgleichun-
gen dasjenige Gebiet liefern, innerhalb dessen die capitale Bedeutung meiner
Gruppentheorie sich am stirksten geltend macht. Es ist eben ein charakteri-
stisches Merkmal der Gruppentheorie, dass sie einerseits schwierige Probleme
erledigt, und dass sie anderseits genau feststellt, was unter gegebenen Vor-
aussetzungen geleistet werden kann.

Vielleicht kann es niitzlich sein, ehe ich den speciellen Gegenstand dieser
Abhandlung in Angriff nehme, auf einige unter meinen allgemeinen Integra-
tionstheorien hinzuweisen.

Die Integration einer gewohnlichen Differentialgleichung (n — ¢)** Ord-
nung in den Verdnderlichen x und y kann bekanntlich immer auf die Erledi-
gung eines ¢-gliedrigen vollstéindigen Systems:

le:O, ng:O,qu:O (1)

in n unabhéngigen Veranderlichen 1, x»,...x, zuriickgefithrt werden, und
dabei lédsst sich immer erreichen, dass die Klammerausdriicke X; X, f — X X, f
sdmtlich identisch verschwinden.

Man weiss andererseits, dass die Integration eines ¢-gliedrigen vollstan-
digen Systems (1) mit n unabhingigen Verinderlichen xi,...z,, sich auf
die Erledigung einer gewohnlichen Differentialgleichung (n — ¢)*" Ordnung
zuriickfithren léasst; und dabei liegt es in der Natur der Sache, dass diese
Hiilfsgleichung (n— ¢)*" Ordnung im Allgemeinen keine specielle Eigenschaf-
ten besitzt, aus denen sich eine Vereinfachung ihrer Integration herleiten lies-
se.

Ganz anders kann die Sache stehen, wenn ein vollstéindiges System:

X1f=0, Xof =0,...X,f=0 (1, Tg,...2p)

*Einige unter meinen Schiilern finden es zweckmaéssig, diejenigen unter meinen Inte-
grationstheorien, die von den Jahren 1870-1882 herriihren, einfach zu ignorieren. Es ist
aber und bleibt ein geschichtliches Faktum, dass nicht allein die Begriindung der Theorie
der continuierlichen Gruppen, sondern auch die allgemeine Verwerthung dieser Theorie fiir
Differentialgleichungen von mir herriihrt.
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zu Integration vorgelegt ist, und man von vorneherein gewisse specielle Ei-
genschaften dieses vollstindigen Systems schon kennt.

Ganz besonders eingehend habe ich mich* in den Jahren 1872 und 1874
mit der Annahme beschéftigt, dass gewisse infinitesimale Transformationen:
Yif, Yaf,...Y,f, die das vollsténdige System invariant lassen, und ander-
seits gewisse Losungen des vollstdndigen Systems von vorneherein bekannt
sind. In den oben citierten Arbeiten aus den Jahren 1874 und 1882 gab ich
die definitive Erledigung des eben formulierten Problems, und zu dieser weit-
tragenden Theorie konnten spdtere Arbeiten anderer Mathematiker nach der
Natur der Sache keine neuen und wesentlichen Beitrige hinzufiihren!.

Wir kénnen ferner annehmen, dass » unabhéngige infinitesimale Trans-
formationen X f, Xof,... X, f vorgelegt sind, die Relationen von der Form

XiXof = XpXif =) cnsXof (¢;xs = Const.)

erfiillen, und dass man alle Losungen des Gleichungs-Systems
X, f=0,...X,f=0 (2)

anders ausgesprochen, alle Invarianten U(zy, zo,...x,) der r-gliedrigen
Gruppe X f ... X, f bestimmen will. Finden sich unter den Gleichungen (2)
etwa ¢ unabhéngige, so bilden diese ¢ Gleichungen

Xif=0,...X,f=0

ein vollstindiges System, dessen n — g Losungen gerade die gesuchten Inva-
rianten liefern. Will man nun die Integration dieses vollsténdigen Systems in
rationeller, das heisst, in einfachst moglicher Weise durchfiithren, so muss man
in erster Linie untersuchen, ob infinitesimale Transformationen Yf vorhan-
den sind, die mit allen r Transformationen X, f,... X, f vertauschbar sind.
Giebt es keine derartige Transformationen Yf, so kann die Integration des
vollstandigen Systems X; f = 0,...X,f = 0 durch ausfiihrbare Operationen

*Verh. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania 1872 und 1874. Math. Ann. Bd. IX. Verh. d.
Ges. d. Wiss. zu Christiania 1882. Ein Resumé dieser Theorien findet sich in Math. Ann.
Bd. XXV.

fMeine Nachfolger und Schiiler haben einige neue Anwendungen meiner Integrations-
theorien geliefert. Es scheint aber ihrer Aufmerksamkeit entgangen zu sein, wie minimal
die verbindende Briicke ist.
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geleistet werden. Sind dagegen infinitesimale Transformationen Yf vorhan-
den, die mit allen X, f vertauschbar sind, so bilden alle Yf ihrerseits eine
continuirliche endliche oder unendliche Gruppe, und es ist die Zusammenset-
zung dieser Gruppe Y, die das vorliegende Integrationsproblem beherrscht 2).

Es kann vielleicht niitzlich sein, dass wir in aller Kiirze daran erinnern,
wie wir dieses Problem auf das zuerst besprochene Problem zuriickgefiihrt
haben. Sind X, f,... X, f, r unabhéngige infinitesimale Transformationen der
vorgelegten Gruppe, so konnen wir immer annehmen, dass wir eine kanoni-
sche Form dieser Gruppe

0
Xif = Yl a) 2L

und gleichzeitig die reciproke Gruppe

! / / / af
Yif = ani(wp i xn)%

der letzten Gruppe kennen.

Unser Problem deckt sich sodann mit der Reduktion der vorgelegten
Gruppe X f,... X, f auf ihre kanonische Form und findet daher seinen ana-
lytischen Ausdruck in den r Gleichungen

ka = Xllcf

oder eigentlich in den r - n Gleichungen, die hervorgehen, wenn fiir f nach
und nach @, x%, . .. ], gesetzt wird. Hiermit erhalten wir ein System partieller
Differentialgleichungen

/
(O T Y A T axl,...
6m1

)=0
k=1,2,3,...

deren allgemeinste Losungen v, vs, ...y, aus einem speciellen Losungssys-
tem ), ..., durch bekannte Gleichungen

v = @i(x1,... 20, br,..)

hervorgehen, die eine Gruppe und zwar gerade die kanonische reciproke Grup-
pe bilden. Nachdem wir aber unser Problem auf diese Gestalt gebracht haben,
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kénnen wir es in bekannter Weise auf die Form einer linearen partiellen Dif-
ferentialgleichung: Af = 0 bringen, deren Charakteristiken von einer einfach
transitiven Gruppe transformirt werden, die mit der Gruppe Y, f gleichzu-
sammengesetzt ist.—

Bestehen Gleichungen von der Form:

Xoruf = o) X0 f + -+ g X f

(q+k=q+1,...7)

sowie die analogen Gleichungen
Xopef = @ (@)X + -+ 9f X0 f

so kann man

ori(x) = pi(2')
setzen und findet hiermit unter allen Umsténden ohne Integration gewisse
endliche Relationen zwischen den x und z’.

Reducirt sich insbesondere die reciproke Gruppe Y f auf die identische
Transformation, so leistet das Gleichungssystem ¢y;(z) = ¢}, (2") unmittelbar
die Uberfithrung der Gruppe X1 f,... X, f auf ihre kanonische Form, gleich-
zeitig also die Erledigung des vorliegenden Problems?).

Wir denken uns wiederum, dass ein vollstdndiges System

Xif=0,...X,f=0

zur Integration vorgelegt ist und wollen dabei annehmen, dass alle Klammer-
ausdriicke X; X, f — Xy X, f identisch gleich Null sind. Wir setzen iiberdies
voraus, dass ein System oder mehrere Systeme partieller Differentialglei-
chungen in den z vorgelegt sind, unter denen jedes einzelne System bei
allen X, f invariant bleibt. Man kann sich dann die Frage vorlegen, wel-
cher Vorteil aus diesem Umstande fiir die Integration des vollstéindigen Sy-
stems X, f =0,...X,f = 0 gezogen werden kann. In unseren &lteren Arbei-
ten ist dieses Problem jedenfalls implicite erledigt worden, bei dieser Gele-
genheit werden wir uns darauf beschrianken, einige allgemeine Bemerkungen
iiber diese Fragestellung zu machen.

Es ist unter allen Umsténden moglich zu entscheiden, ob die vorgeleg-
ten X, f die einzigen infinitesimalen Transformationen sind, welche sémtliche
bekannte Systeme von Differentialgleichungen invariant lassen oder nicht 4).
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Giebt es keine weitere infinitesimale Transformationen, die unsere For-
derungen erfiillen, so findet man alle Losungen des vollstindigen Systems
Xif =0,...X,f = 0 ohne Integration®). Giebt es dagegen noch weitere
infinitesimale Transformationen Yf, die alle vorgelegten Systeme partieller
Differentialgleichungen invariant lassen, so kann man, selbst wenn die Yf
unbekannt sind, alle gemeinsamen Ldésungen der Gleichungen

ohne Integration finden %).

Wir behalten uns vor, gelegentlich eine vollstdndige Erledigung des hier
gestreiften Problems zu liefern.

In dieser Abhandlung denken wir uns, dass man die Invarianten
w(zy, ... x,) einer vorgelegten r-gliedrigen Gruppe X f,... X, f finden will,
und dass man zufélligerweise eine oder mehrere Integralinvarianten dieser r-
gliedrigen Gruppe von vorneherein kennt. Wir fragen, welchen Vortheil man
aus diesem Umstande fiir die Integration des Gleichungssystems

Xif=0,... X, f=0

ziehen kann. Im ersten Abschnitte dieser Arbeit geben wir die detaillirte Be-
handlung eines allerdings speciellen, immerhin aber recht umfangreichen und
jedenfalls sehr instructiven speciellen Falles des soeben formulirten Problems,
dessen allgemeine Erledigung im zweiten Abschnitte geliefert wird 7).

Offenbar wire es moglich, noch viel allgemeinere Probleme zu stellen,
die in ganz dhnlicher Weise von meinen allgemeinen Principien beherrscht
werden. Sucht man z. B. die Invarianten u(xy,...xz,) einer vorgelegten endli-
chen continuirlichen Gruppe, so kann man annehmen, dass gewisse derartige
Invarianten schon vorliegen, dass andererseits gewisse infinitesimale Trans-
formationen Yf bekannt sind, die unsere Gruppe in sich transformieren, und
dass endlich gewisse Systeme von Differentialgleichungen und gewisse Inte-
grale vorliegen, die bei der Gruppe X;if,...X,f invariant sind. Meine all-
gemeinen Theorien gestatten in jedem einzelnen Falle genau festzustellen,
welchen Vortheil man aus den vorliegenden Umsténden fiir die Bestimmung
aller Invarianten u(xq,...x,) der vorgelegten Gruppe ziehen kann.

In vielen fritheren Abhandlungen beschéftigten wir uns mit dem folgenden
Probleme:

Eine continuierliche Gruppe liegt vor; man will die Bahncurven einer in-
finitesimalen Transformation dieser Gruppe (oder iiberhaupt die Invarianten
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einer Untergruppe) bestimmen. Wir haben eine allgemeine Erledigung dieses
Problems geliefert. Es ist leicht, den Zusammenhang der oben besprochenen
allgemeinen Fragestellungen mit diesen Problem zu erkennen. Sucht man
nédmlich z. B. die Bahnkurven einer Transformation Xf und kennt man eine
zugehorige Integralinvariante, so weiss man, dass alle Transformationen Yf,
die dieses Integral invariant lassen und mit Xf vertauschbar sind, eine Grup-
pe erzeugen, und in dieser allerdings unbekannten Gruppe ist Xf jedenfalls
enthalten.




Kapitel 1

Vertauschbare infinitesimale Transformationen mit einer
zweidimensionalen Integralinvariante.

In diesem Kapitel stellen wir ein allgemeines Integrationsproblem, bei des-
sen Behandlung eine Reihe wesentlich verschiedener Fiélle eintreten kénnen.
Das betreffende Problem bezieht sich auf ein Integral

f¢dmd@

das iiber eine zweidimensionale Punkt-Mannigfaltigkeit erstreckt wird und
daher von uns kurz weg als ein zweidimensionales Integral bezeichnet wird.

Problem: Im vierfachen Raume x, xo T3 x4 liegen zwei vertauschbare
infinitesimale Transformationen

af af af

+ §k2 + fk:a 6f

Xif = fm

€k4 (k’ - 17 2)

mit verschiedenen Bahncurven vor. Man kennt von vorneherein eine zwei-
dimensionale Integralinvariante erster Ordnung der beiden Transformatio-
nen X1 f und Xsf ndamlich das Integral

8903 8903 8:704 8:704
81‘1’ 8952’ 83:1’ 8952

jw(x17 T2, XT3, T4, ) dl'l dCUQ,

dessen Argument v in den finf Griossen

Oxs Oxq4 Ox3 Oxy Ox3014 B 0x3 014
Oxy  Oxy Oxy Oxy Ox10x9 Ox9 011

linear ist. Es soll das Vorhandsein dieser Integralinvariante bei der Integra-
tion des vollstindigen Systems

leZO, ng:()

so viel wie maéglich verwerthet werden.
Da die Grosse

8.233 8;1:3 8934 8%4 + E (81‘3 8:174 8333 8.174) i F

¢ 8x1 + 8x2 + CaZL‘l + (91’2 (3901 61‘2 8$2 8x1
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sechs Coefficienten A, B, ... F enthilt, die ganz beliebige®) Funktionen von
X1, T9, T3, x4 sein konnen, so umfasst die gestellte Aufgabe eine ausgedehn-
te Categorie von Problemen. Wir behaupten und werden zunéchst bewei-
sen, dass alle diese Probleme in dem Sinne eine natiirliche Familie bilden,
dass der Inbegriff dieser Probleme bei jeder Coordinatentransformation des

Raumes x; ... x4 invariant bleibt.

Fithren wir in das Integral [ dz;dzy neue Verdnderliche af,..

vermoge der Substitution

xy = Fp(xy... 14) (k=1,..

ein, so wird die Beziehung zwischen dem transformierten Integral:
J o do day
und dem urspriinglichen Integral durch die Gleichung
0F, 0F;
=) +(=— | |=—]=¢:A
vevs S (5 (52) =

festgestellt, und dabei ist ?)

OF;\ OF;  OF;, Oxz OF;, Ouwy
((?xl) - On + 03 ' 0y + 014 . 0y

OF;\ OF;  OF;, Oxz OF;, Ouxy
(8:52) O + 03 ' 0o + 014 ' 0xs
(i=1,2)

Es bestehen die Gleichungen

/ / /
oxy oxy ox

d I d ! _d / d I d ! _4d !
R P B R R L
sowie die sequivalenten:
o o ox) ox)
dFy = -2 dF S dF, dF, = - dF *dF,
3 oz, 1+ o) 2 4 o, 1+ 0, 25

/

LTy

4)
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und aus ihnen erhalten wir in bekannter Weise die Relationen '°).

0r; 3 L (O oxly ((OF,
= +
0x; 0x; oxh, \ 0xy )’

(8F4> 8:L'4 (8F1) N or), (8F2)
0, ox| \ 0z Oxhy \ Oz
(8F3> _ Oxy (8F1) N orl (8F2>
Oxs 0z \ Oxq oy \ Oxg )’
((9F4> _ Ox) (8F1> N ox)y <8F2>
02 oz \ Oxg Oxh \ Oza )’
und durch Auflésung die bekannten Formeln
Aaxg _ (8F3) (8Fg> (8F3) <8F2)
o} 0xy Oxs Oxs oxy )’
8x3 B 0F3 oF, OF3 oF,
= () (52) + (52) (52)
A8x4 (0F4> (8F2> (8F4) <8F2)
8x1 0x, 01y 01y oxy )’
2 =) Ga) = () ()
6$2 0xy 0xs 0xs 0y

Hierzu fiigen wir die Formel

A (550, 92,05 (OF) (OF) (01 (0F,
8x’1 8[E’2 820’1 al'é 8x1 81‘2 81'2 8ZE1
die aus dem Multiplicationssatze der Determinanten hervorgeht.

In diesen fiinf Formeln haben die rechten Seiten sowie A die gemeinsame
Form '!):

oU oV oU ovyN (U V U V|0xs U V|0z,
(81‘1) (8@) B (83:2) (69&1) I T3 To| Ory  |Ta @2| Oay
U V|0Oxs U V|0xy U V| [0x30xy 0Ox30x4
T1 3 8_902 T1 T4 3_1‘2 * 3 (83:1 Oxy Oy 6951)

Es ergiebt sich also, dass zwischen den fiinf Grossen

8x3 8x3 (%4 8x4 8x3 81‘4 _ 81’3 01’4
8961’ 81’27 8x1’ 8902’ 81‘1 832'2 8x2 8x1
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und den funf transformierten Grossen
Oy Omy Oxy Ox)y OxfyOxy Oy Ox) 3)
oz’ Oxly’ Oz’ Oxly Oxfy Oxly  Oxhy O}

eine projective Beziehung besteht, so zwar dass jede einzelne unter den fiinf
Grossen (3) multiplicirt mit A sich linear durch die fiinf Grossen (2) multi-
plicirt mit Funktionen der x ausdriickt.

Wir sahen aber schon, dass

Y =9 A
ist, und also kénnen wir schliessen, dass, wenn ¢ die Form

8 (91'3 8114 31‘4 81‘3 81‘4 81’3 8374
0 8a72 +Ca$1 +D8:702 +E(81L'1 81'2 B 8@8%) +

besitzt, dann ¢’ die dhnliche Form

ozl oz ox) ox) Oxl 0x)y  Oxly Ox)
Bl 3 Cl 4 D/ 4 El 3 4 3 4 F/
or "o T o Y an TP \or o, " awyan, ) T

p=A

a
‘4B
Z1

wl:A/

annehmen muss.
Es gilt also der

Satz 1: Liegt in den Verdnderlichen x; ... x4 ein Integral vor, das tiber zwei-
dimensionale Mannigfaltigkeiten x3 = L(x1,x2), x4 = M (21, x5) erstreckt ist
und die Form

8.773 8I3 81‘4 81’4 8273 8I4 8x3 6.1‘4
A B D E — F
j { 8.131 + 8x2 + C@SL] + 8$2 * (8$1 8x2 8372 (99(:1) * } dxl dl’z

besitzt, so erhdlt dieses Integral durch Einfiihrung neuer Verdnderlichen:
x;g :Fk($1,$27$3,$4) (k: 172a374)

immer die analoge Form:
ox! ox! ox) ox) Oxl 0x)y  Oxly O
Al 3 B/ 3 C/ 4 D/ 4 El 3 4 3 4 F/ d /d /
J { o, TP o, T o T o, T \on 0ny, " dwpon, ) T4

Die Coefficienten A’, B, ... F' sind Funktionen der x', deren Form ei-
nerseits von der Form der Funktionen A(xy...z4), B,...F anderseits von
der Transformation x) = Fs(xy ...x4) abhdngt.
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Wir halten es fiir richtig, auf den begrifflichen Inhalt des eben aufgestell-
ten Satzes nédher einzugehen.

Im vierfachen Raume z; ...z, giebt es oo’ Linienelemente, 1, xo, T3,
x4, dxy @ dxs : drs : dxy, ferner oo’ Elemente xq, o, 3, ‘9’34 9z4  Oza

La, dz1’ dx2’ Bx3?
dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten: x4 = ¢(x1, 22, x3) und endlich oo® Ele-
mente x1, Ty, T3, Ty, gﬁi, giz, gﬁ;‘, gi‘*, zweidimensionaler Mannigfaltigkeiten
T3 = M(.Tl,I‘Q) Ty — N(Jfl,l'g)

Betrachten wir nun alle Elemente eindimensionaler, zweidimensionaler
und dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten, die durch einen bestimmten Punkt

X1, To, X3, ¥4 hindurchgehen, so miissen wir sagen,

dass durch einen Punkt z; ...z, des vierfachen Raumes oo® Linienele-
mente dx : dxy @ drs : dry gehen, die ihrerseits eine dreidimensionale
ebene Mannigfaltigkeit M3 bilden,

dass die oo? durch den gewihlten Punkt gehenden Elemente g—:’;i’,
g—ig, g—;‘j, g—z‘;, zweidimensionaler Mannigfaltigkeiten x3 = M(xq,z2),

xy = N(x1,22) im dreidimensionalen ebenen Raume Mj; die Rolle der
Geraden spielen,

dass endlich die 0o® durch den gewiihlten Punkt z; gehenden Elemente

Oxy Oxg4 Oxg 2 1: . . . . .
Tas ety gor, dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten x4 — (21, 72, 73) =

0 im dreifachem Raume M3 die Rolle der Ebenen spielen.

Im dreifachen Raume M3 miissen wir daher die Grossen dx, dxo, dxs,
dx4 als homogene Punktcoordinaten, ihre Verhéltnisse dementsprechend als

absolute Punktcoordinaten auffassen. Wir miissen ferner die drei Ableitun-

gen x4 9r1 9rs a1s Fhenencoordinaten und endlich die vier Ableitungen
311 ) 8:132’ oxg’ oz’
3?27 gi‘l‘, gi‘* als Liniencoordinaten des dreifachen Raumes M3 betrachten '2).

Dabei kénnen wir nach dem Vorgange von Pliicker die Determinante

o3

0x3 014 B 0x3 014
0x1 Oxy  Ox9 011

als fiinfte Liniencoordinate des Raumes M3 einfiihren.
Bei dieser Auffassung sagt unser Satz 1, dass die fiinf Liniencoordinaten
des Raumes M3

81’3 8333 83:4 (‘31:4 8$3 a$4 _ 8%3 8x4
81'17 856'2’ 0:171 ’ a.ﬁﬁg’ (9.%1 8x2 81'2 81’1
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bei jeder Punkttransformation des vierfachen Raumes x;...x4 projektiv
transformirt werden. Und das liesse sich a priori ohne Rechnung aus der
bekannten Thatsache herleiten, dass jede Punkttransformation des n-fachen
Raumes im Infinitesimalen projectiv ist *?).

Wenn wir auch befiirchten miissen, dass die eben vorgetragenen Betrach-
tungen nur fiir Geometer, die mit den Elementen der Pliickerschen Linien-
geometrie vertraut sind, leicht verstédndlich sind, so haben wir sie doch nicht
zuriickhalten wollen. Es ist eben unsere Uberzeugung, dass es richtig ist,
die principiellen Fortschritte der Geometrie fiir die Analysis zu verwerthen.
In der That gewinnt die ganze Theorie, die wir in dieser Abhandlung dar-
stellen, an Durchsichtigkeit und Einfachkeit, wenn wir die Grundlagen der
Pliickerschen Liniengeometrie als bekannt voraussetzen.

Indem wir nun das oben gestellte Problem in Angriff nehmen, finden wir
es zweckméssig, zundchst die allgemeinste Transformation

xy, = Fi(xy ... 24) (k=1,...4)

zu suchen, die sowohl die Form der beiden infinitesimalen Transformatio-
nen X1 f und Xof, wie die Form der bekannten Integralinvariante [ 1 dxy dxs
bewahrt. Die endlichen Transformationen der zweigliedrigen Gruppe X f,
X5 f besitzen offenbar diese Eigenschaft; unter Umsténden giebt es aber noch
weitere Transformationen, die unsere Forderungen erfiillen. Es liegt in der Na-
tur der Sache, dass der Inbegriff aller Transformationen ), = Fi(z; ... x4),
bei denen die Form von X;f, Xof und f@bdml dxs bewahrt wird 14), eine
Gruppe G bildet. Wir werden sehen, dass diese Gruppe G das urspriinglich
gestellte Problem beherrscht und dass z. B. die Integration des vollstandigen
Systems X f = 0, Xof = 0 nur Differentiationsprocesse verlangt, wenn die
Gruppe G keine anderen infinitesimalen Transformationen als X; f und X, f
enthalt.

Es wird sich zeigen, dass die Gruppe G viele wesentlich verschiedene For-
men haben kann. Wahrend sie unter Umsténden, ja im Allgemeinen nur die
beiden infinitesimalen Transformationen X, f und X, f umfasst, kann sie in
speciellen Fallen sogar eine unendliche Gruppe darstellen. Die Gruppe G ver-
tauscht eo ipso die co? charakteristischen Mannigfaltigkeiten v = a, v = b des
vollstdndigen Systems X; f = 0, Xy f = 0 unter einander. Dabei ist es, werden
wir sehen, denkbar, dass G das zweidimensionale Gebiet u, v in allgemeinster
Weise transformiert und dass diese Gruppe dementsprechend mit der Grup-
pe aller Punkttransformationen einer Ebene gleichzusammengesetzt ist. In
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diesem speciellen Falle, der als ein Ausnahmefall aufgefasst werden muss,
lésst sich aus dem Vorhandsein der bekannten Integralinvariante fw dxi dxo
gar kein Vortheil fiir die Integration des vollstdndigen Systems: X f = 0,
Xof = 0 ziehen.

Um in einfacher Weise die kanonischen Formen zu finden, auf welche G
in den verschiedenen Féllen gebracht werden kann, denken wir uns zunéchst
statt z; ...x4 solche neue unabhéngige Verdnderliche

x? y? 275

eingefiihrt, dass X; f und X, f die kanonische Formen

% of of
—= —_— = 33—
annehmen ). Ist dann
f Y dx dy

die entsprechende Form der bekannten Integralinvariante, so kénnen wir set-
zen

Y =ap+ Bq+yp + 09+ <(pqg — pq) + o,

dabei vorausgesetzt, dass wir die abgekiirzten Bezeichnungen

0z 0z %_ %_

%_}% a_y_Q7 8$_p’ ay_q

einfithren. Und da X; f und X, f bei einmaliger Erweiterung die Gestalten

0 0 0
X{f: a—f—i-p&—]j;‘i‘ a—f
y._Of  of  Of

erhalten, so zerlegen sich die Bedingungsgleichungen fiir die Invarianz unseres
Integrals 16)

0= (azz+a)p+ (B.2+ B)qg+ 27.p + 20,9 + (z¢, +€)(pq — pq) + 2z, = X0

0= 3050 + 36,0 + (37 + 7)p + (30; + 0)a + (3¢5 + €)(pa — pq) + 30, = Xot)
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in die zwolf Relationen

O=za,+a=2z20,+0=2zv, =20, =z, +€ = zp,,
0=30; =30, =37 +7=230;+0=3c+¢c=30p;

die uns zeigen, dass die Coefficienten «, 3, ... ¢ die Form

o= Ay g Bley) Wzﬁl(x,y)’ 5 By
z z 3 3
_ C(z,y) B
E=— ¢ = D(z,y)

besitzen. Das vorliegende Integral erhélt daher in den kanonischen Verénder-
lichen z, y, z, 3, die Form:

Ap+Bg Ap+Bg C(pg —
f{ pv; q . p: 9. (pqszq)+D}dxdy ()

und es sind die Coefficienten A, B, 2, 9B, C' und D Funktionen und zwar
willkiirliche Funktionen von x und y.

Wir suchen jetzt die Gruppe G, deren Transformationen die Form der
beiden infinitesimalen Transformationen X;f, X,f sowie die Form des vor-
liegenden Integrals (4) bewahren, und zwar werden wir zunéchst alle infini-
tesimale Transformationen

of of of  _0f
Uf—§%+na—y+C%—l—wa—3
bestimmen, die unsere Forderungen erfiillen.

Das Verlangen, dass X;f und X, f bei der Transformation Uf ihre Form
bewahren sollen, findet nach meinen allgemeinen Theorien seinen analyti-
schen Ausdruck darin, dass Uf sowohl mit X f wie mit X, f vertauschbar 17)
sein soll, was wieder heisst, dass die Relationen

XlUf—UleZO, XQUf—UXQfZO
bestehen, und dass Uf dementsprechend die Form %)

0 0 0 0
Uf = €le.n) 5+ naa) g + 2+ ale )5+ 3 Ban) G
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besitzt, wobei &, 1, a und [ Funktionen von z, y bezeichnen, die durch die
Bedingungsgleichung
U+ (& +my)b =0 (5)

nither bestimmt werden 1°).
Durch einmalige Erweiterung von Uf erhalten wir die Formel:

e Of  Of of of
Uf_§8$+n0y+za6z+5585+

0
+(pa + zay, — P&y — qnx)a—]j; + (qo + zoy, — p€, — qny)a—qu

of

B)
+(pB + 30 — P& — qnm)a—g + (a8 + 38y — p&y — qny)a—q

Die Bedingungsgleichung (5) erhdlt daher, wenn wir zur Abkiirzung set-

zZen: af 8f

die Gestalt: T61)

[U(A) — aAlp + [U(B) — aBlq N (U@ — pAp + [U(B) — 5Bq
z 3

+[ (C) = Cla+ B)l(pg — pq) L TD4

23
+A(pa + 20y — P& — qn) + Blga + zay, — p&y — qny)

VA
3
Clpg — pg)(a+ B — & —ny) + 036y — @38 — pzay, + 3]
23
Ap+Bg Ap+Bqg C(pg —
) [Ap+Ba p: 9. (pqszq)JrD _0

+

+(& + 1y
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und zerlegt sich daher in die sechs Gleichungen:

—CBy = Any — B, + A, + 04y, )
CBr = —An, + B + §B, + 1By,
Cay = =B, + An, + A, + 02y,
—Cay = BE — An, + B, + 1B,
0=¢C, +nC,
0= D +ny) +EDy + 1Dy + A, + Bay, + A5, + B0,

die in jedem einzelnen Falle die gesuchten infinitesimalen Transformatio-
nen Uf vollstdndig bestimmen.

Die Form dieser sechs Gleichungen zeigt, dass es einen wesentlichen Un-
terschied macht, ob C' eine Constante ist oder nicht. Die fiinfte Gleichung

£C, +nCy =0 (7)

sagt, dass C' unter allen Umstédnden bei den infinitesimalen Transformatio-
nen Uf invariant bleibt. Ist daher C' keine absolute Constante, sondern eine
wirkliche Funktion von z und y, so ist C eine Invariante nullter Ordnung
gegeniiber allen Uf, die somit in diesem Falle sicher eine intransitive Gruppe
erzeugen. Ist C' dagegen eine absolute Constante, so ist die Bedingung (7)
identisch erfiillt, und dann kann die Gruppe, wie wir spéater sehen werden,
unter Umsténden transitiv sein.

Ehe wir zur Discussion aller méglichen Félle iibergehen, untersuchen wir
das Verhalten unseres Integrals bei Ausfithrung von Transformationen, wel-
che die kanonische Form der beiden infinitesimalen Transformationen bewah-
ren.

Wenn wir in die beiden infinitesimalen Transformationen:

of of

le:za, :58_3

Xof

und die zugehorige Integralinvariante

A B A B C —
f( p+Bg  Ap+Bq (pg locJ)Jr
2 3 23

D) dx dy
die neuen Veranderlichen

xry, = X(.I',y), Y1 = Y(l’,y), 2 = ZQ(LE,Q), 31 = 3‘/(1},?}) (8)
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einfithren, so ist es unmittelbar klar, dass die beiden infinitesimalen Trans-
formationen ihre Form bewahren ). Hieraus ldsst sich ohne Rechnung der
Schluss ziehen, dass auch das obenstehende Integral seine allgemeine Form
bewahrt, wenn auch seine Coefficienten A, B, C', A, B eine neue Gestalt
erhalten.

Schon frither (S. 11) haben wir ja gesehen, dass jedes iiber die Man-
nigfaltigkeit = = Z(z,y), 3 = 3(z,y) erstreckte Integral [ dzdy, dessen
Argument ¢ in den Gréssen p, ¢, p, q, (pq — pq) linear ist, bei jeder Punkt-
transformation

r1=L(x,y,2,3), yp=M(...), 1 =N(...), 31=P(...)

des vierfachen Raumes x, y, z, 3 seine allgemeine Form bewahrt. Dies bleibt
eo ipso insbesondere auch dann wahr, wenn die Coefficienten A, B, A, B, C,
D der Grosse

Ap+Bgq  p+Bq  Clpq—pg)
z 3 32
nur von x und y abhéngen, und andererseits die Variabeldnderung die spe-

cielle Form (8) besitzt. In diesem besonderen Falle ldsst sich tiberdies mit
Leichtigkeit erkennen, dass auch im transformierten Integral [ ' dx; dy, die

Coeflicienten Ay, By, 2y, B, C; und D, der Grosse
Aipr + Biga n Ap, + By, n Ci(p191 — p1q1)
21 3 Z131

nur von x; und y; abhédngen. Dies folgt unmittelbar daraus, dass die Trans-
formation

= +D

Y = + Dy

Ty = X(x7y>7 N = Y<x7y)7 21 =z- Q(l’,’y), 31 = 3V(I,y)

eben weil sie sowohl

of
3
invariant lasst, auch jedes bei X; f und X5 f invariante Integral in ein Integral
iiberfithren muss, das ebenfalls bei diesen beiden Transformationen invariant
bleibt. Das transformirte Integral: [ ¢’ dzq dy;, dessen Argument ¢/’ jedenfalls
in p1, q1, P1, q1 und p1q; — p1¢; linear ist, bleibt aber nur dann bei
of of

21— und 31—

821

X, f = zg, wie Xof
0z
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invariant, wenn die transformirten Coefficienten A;, By, 2y, B; und C; nur
von xy und y; abhéngen.

Indem wir diese Thatsache analytisch bestétigen, werden wir mehrere
weitergehende Resultate erhalten, die sich {ibrigens ebenfalls ohne Rechnung
durch synthetische Betrachtungen herleiten liessen.

Wir tragen die Werthe x; = X(z,y), ... 31 =3 V(z,y) in die Gleichung
dzy — prdxy — qdy; =0
ein und erhalten hierdurch eine in den Differentialen dx, dy lineéire Relation
Q(pdx + qdy) + z(2, dx + 2, dy) =
=p1(Xpde + X, dy) + 1 (Yy de + Y, dy),
die sich in die beiden Gleichungen
2p=Xup1 +Yoqu — 282,
29 = Xyp1 + Yyq1 — 282,
zerlegt. Dividieren wir sodann links und rechts mit der Grosse
21 = z{2,

so erhalten wir zunachst die Formeln:

2
g X £ y &=
z 2 —+ 27
q P a8
I _ x4y
z Y2 * Y2y 27
sodann in entsprechender Weise die analogen Formeln:
p pl ql V:v
= + Y - —,
3 31 51 4
q _ Pl Vy
bl y M
s yzn 4
und endlich die Gleichung?"):
23 2131
Y4 V}, Ve q1 Vy Va
—— | Xo=—-X,—= )| —= | Yoo - Y,—
21 ( Vv Y V) 2 < Vv %
P, 2, 2, q. 2, 2, 2.V, — 2,V
= X,— — X,— —Y,—=-Y,—
Ey ( o o) tu\e T )T T v



20 SoprHUS LIE. M.N. Kl.

Diese Werthe tragen wir in den Ausdruck
Ap+Bq  Ap+Bgq  C(pq—pg)
z 3 z3
ein und erinnern uns dabei, dass
P =1'A
ist, wenn wir die Funktionaldeterminante von X und Y nach z und y mit A
bezeichnen. Alsdann erhalten wir die Formeln +62)

+D

U =

01:0 )
v, Va
A-AleXx+BXy—C(XxVy—XyV>,
Vi Va
A.BleY$+B}@—C<YxVy—YyV ,
2, : 9)
A =AX, +BX, +C Xmﬁ—Xy— ,

g
p) 2,
A-%lszw+%§@+C<Ymﬁy—n—),
Y

2
2V, —2,Ve 2, 0
v A By Ay By P

In diesen Untersuchungen spielt die Grosse:

w=CD+AB — AB

AD1:C

eine hervortretende Rolle. Es lédsst sich von vornherein erkennen, dass diese
Grosse bei jeder Punkttransformation des Raumes z, y, z, 3 in dem Sinne
als Invariante auftritt, dass das Verschwinden oder Nichtverschwinden dieser
Grosse von Variabel-Aenderungen unberiihrt bleibt.

Um dies in einfacher Weise einzusehen, deuten wir wie frither die Grossen

p:CIaF% q,pq — pq

als Liniencoordinaten des dreifachen ebenen Raumes M3, der von allen Lini-
enelementen dx : dy : dz : d3; durch einen bestimmten Punkt gebildet wird.
Die Gleichung;:

Ap+Bq+91p+93q N C(pq — pq)
z 3 23

+D

0=19
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definiert bei dieser Auffassung einen linearen Liniencomplex des Raumes M3,
dessen Coordinaten dz : dy : dz : dj bei der Punkttransformation: z; =
X(x,y)...31 =3V (z,y) linear und homogen, namlich durch die Gleichungen:

dr, = Xydv + X, dy, dy, = Yydx + Y,dy,
dzy = 2dz + z(2,dx + 2,dy),
dz1 = Vdj +3(Vedz + Vydy),

transformirt werden. Aus der Liniengeometrie ist es aber bekannt, dass bei
dieser Transformation die Grosse

CD+AB - AB =w

im Sinne der projectiven Geometrie oder sagen wir lieber im Sinne der Cay-
ley’schen Invariantentheorie sich als Invariante verhilt 2!).

Analytisch ergiebt sich das hiermit gefundene Resultat unmittelbar, wenn
wir die obenstehenden Werthe der Grossen Aq, By, 2y, By, C; und D; in
den Ausdruck:

CiD; +2A,B; — A;*B,

einfithren. Hierbei erhalten wir namlich die Formel:
A(ClDl + 91181 - Al%l) = CD + Q[B - A%

Jetzt konnen wir noch weitere Schliisse ziehen, die sich auf den speciellen
Fall:
C=0

beziehen. In diesem Falle erhalten die obenstehenden Ausdriicke der Grossen
Ay, By, 4, B, D; die einfache Form

A-A =AX, + BX,, A- By =AY, + BY),
AR =AX, +BX,, A B =AY, + BY,
2, 2, V., Vy
Die letzte Formel zeigt, dass es, sobald A, B, 2 und 8 nicht sémmtlich
gleich Null sind, immer moglich ist, die Grossen {2 und V' derart zu wéhlen,
dass D; verschwindet.
Ist iiberdies
AB —AB # 0,
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so kann X und Y so gewihlt werden, dass A; und 9B, gleich Null werden ?2).

Wir wollen jetzt annehmen, dass der Coefficient C' constant ist. Multipli-
cieren wir die auf Seite 17 gefundene Formel

0= D(& +ny) + D&+ Dyn + Aay, + Bay, + A6, + B3,

mit C' und tragen sodann in ihr die auf derselben Seite gegebenen Werthe der
Grossen Cay, Cayy, C B, CB, ein, so erhalten wir, indem wir zur Abkiirzung:

CD+2AB — AB =w
setzen, die Gleichung
w(gw + ny) +we§ +wyn =0

die uns zeigt, dass w einen gemeinsamen Multiplicator aller Uf darstellt ?3).

Differentiiren wir andererseits die erste Gleichung (6) nach z und die
zweite nach y und addieren die Resultate, so erhalten wir die Integrabi-
litdtsbedingung

0 = &(Azx + Bay) + n(Asy + Byy) + (& + 1) (Az + By)

oder wenn wir
Aa: + By =0

setzen, die Gleichung

o0& +1ny) + 0.+ 0,m=0

die uns zeigt, dass auch die Grisse o = A, + B, einen gemeinsamen Multi-
plicator aller Uf liefert.

Durch ganz analoge Behandlung der dritten und vierten Gleichung (6)
erkennen wir, dass die Grosse

o=%2,+B,

die Gleichung
o +mny) +06+0o,n=0

erfiillt und also wiederum einen gemeinsamen Multiplicator aller Uf darstellt.
Wir fassen die bisherigen Resultate in der folgenden Weise zusammen:
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Satz 2: Ist die Grosse C' eine Constante, so stellt eine jede unter den drei
Grassen

w=CD+AB — A%B,
o= A, + By, o=2,+B,

einen gemeinsamen Multiplicator aller Uf dar.

Indem wir jetzt weiter gehen, wollen wir zuerst ausdriicklich vorausset-
zen, dass die Constante C' von Null verschieden ist; sodann erledigen wir
den Fall C' = 0, und schliesslich machen wir die Annahme, dass C' keine
Constante, sondern eine wirkliche Funktion von = und y darstellt.

C = Const. # 0.

Ist C' constant und von Null verschieden, so sind die Grossen £ und 7 be-
stimmt durch die drei Gleichungen:

w(& +my) +w€ +wyn= 0
o(&e +my) + 05 +0om= 0 (10)
o(& +ny)+ol+omn= 0
die in den Grossen

Satny &M

linear und homogen sind. Ist daher die Determinante

W Wy Wy
0 0x 0y| =6
o 0y Oy

nicht identisch Null, so sind £ und 7 alle beide gleich Null, und dann zeigen
die vier ersten Gleichungen (6), die jetzt die Form

ﬁy:()? Bx:()a Oéx:(), ayzo
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annehmen, dass o und [ Constante sind und dass Uf daher die Form
0 9]
Const - ZG_Z + Const - 36_§

besitzt. In diesem Falle enthélt die gesuchte Gruppe G keine anderen un-
abhédngigen infinitesimalen Transformationen als

of af

X = _ _ 33—

Xof

Verschwindet dagegen die Determinante @ identisch, wahrend ihre zwei-
reihigen Unterdeterminanten nicht sdmtlich gleich Null sind, so reducieren
sich die drei Gleichungen (10) auf zwei unabhéngige, die alle beide die Form

M(£z+ny)+M$§+My7] = 07
N(€x+ny)+Nx€+Ny77 =

besitzen. Dann haben alle infinitesimalen Transformationen:

af  of

Uf:gf)_x—i_n&_y

zwei gemeinsame Multiplicatoren M und N. Dementsprechend ist das
Verhéltniss M : N eine gemeinsame Losung aller Gleichungen
af of  —

Es ist nun immer moglich statt x und y zwei solche neue Verénderliche

M

= 1= Y(x,y)

einzufiihren, dass
M=x N=1

wird #4). Die Definitionsgl. *%) der infinitesimalen Transformation

af  of

Ufzfa‘f'na—y
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erhalten hierbei die Form:

_ (‘9]‘
Uf = M(x)a—y
und die Transformation
B of of of
Uf = u(z) o + za(r,y) P +38(z,y) 7
wird bestimmt durch die Gleichungen:
~CB, = pla)A,
OB, = —Apl(2) + u(a)B,
Cay = p(z)2,

—Cay = —Ap/ (x) + pu(z)B,.
Die zugehorigen Integrabilitatsbedingungen
Ay + By, =0, Apy + By, =0
werden in allgemeinster Weise befriedigt, wenn wir
A, + B, = X'(x), A, + B, = X{(x)
und
A=X(x)+ 9, B=-1,, A=X(z)+V,, B=-V,

setzen. Die entsprechenden Werthe der Grossen o und (3 sind daher

C)) 1 g2, 1
Q—TVWFGJXNU)CM? f=-"5 andM'
Fiihren wir hier neue Verédnderliche ein, ndmlich
v 2
€T =, =Y, 21 =ze ¢, 31:360l7

so sehen wir, dass wir in den fritheren Formeln ohne Beschriankung
V=0, 2=0

setzen konnen.

25
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Hierbei enthélt unsere Integralinvariante die Form

f (X(x)p N Xy (z)p N C(pq — pq) N D) d dy (11)
z 3 23
wahrend
0 1 0 0
Uf:u(x)a—]yc—f-a(ledu) za—ﬁ—%(fXdu)ga—“;c (12)

wird. Setzen wir 4 = 1, so erkennen wir noch, dass D eine Funktion von x
allein sein muss ). Sind andererseits im Integrale (11) die Grossen X, X
und D beliebige Funktionen von z, die jedenfalls nicht mehr als eine homo-
gene lineare Gleichung

kX' + ki X| + koD =0

mit konstanten Coefficienten erfiillen, so besitzt die Gruppe des Integrals (11)
die Form (12)2%).

Jetzt nehmen wir an, dass nicht allein die Determinante

W Wy Wy
0 Oz Oy
o 0y Oy

der Grossen w = CD +AB — AB, o = A, + By, 0 = 2, + B, sondern
auch alle ihre zweireihigen Unterdeterminanten verschwinden, wihrend die
drei Grossen w, ¢ und o nicht simmtlich gleich Null sind.

In diesem Falle reduciren sich die drei Gleichungen

w(&s +my) Fw& +wyn=0

0(&e +my) + 0.5 +0yn =0 (10)
(& +ny)+ 06 +0,mn=0

auf eine einzige Gleichung
N(€x+ny)+Nx5+Nyn:0

und dabei kénnen wir ohne Beschrinkung annehmen (das heisst, wir konnen
durch eine passende Variabeldnderung erreichen) dass N gleich Eins wird 27).
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Die Definitionsgleichung
§e+ Ny = 0
zeigt, dass wir

§:Wya n:_Wx

setzen konnen und dass die Funktion W (z,y) ganz beliebig gewéhlt werden
kann.
Die Gleichungen (10) erhalten jetzt die Form

w Wy —w, Wy =0, oW, —0,W, =0, o,W,—0,W,=0

und sie sollen bestehen, welche Funktion von x, y die Grosse W sein mdge.
Also sind w, ¢ und o drei Constanten, die aber nicht simmtlich gleich Null

sein kénnen 28).
Es ist also
w=ky, o=k, o=k (k; = Const.)
oder
CD+AB — A8 =k

A, + B, =k

A, + %y = k?)
woraus

A:]{ng—i—gy’ B:_‘Qxa Q’[:k?)x—i_‘/ya %:_V;ru

und es ergiebt sich genau wie im vorigen Falle, dass wir ohne Beschrankung
2 =V = 0 setzen koénnen, so dass unser Integral die Form:

J~<k;2xp+k;3xp +C'(pq_pQ) —|—k4) dx dy (13)
z 3 3

annimmt, wobei k4 eine Constante bezeichnet. Ist andererseits C' von Null
verschieden, und sind die drei Constanten ko, k3, k4 nicht sémmtlich gleich
Null, so entspricht das obenstehende Integral immer den hier gemachten Vor-
aussetzungen.

Die zugehorigen infinitesimalen Transformationen Uf sind bestimmt
durch die Gleichungen (6), die durch Substitution der Werthe

A=kax, B=0, A=kz, B=0, £&=W,, n=-W,
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die Form

—CB, = —kyaWoy + kW,

Cﬁz = k2xwxx
Cay = —ksaWoy + ksW,
—Cay, = kszW,,

annehmen. Es ist daher

CpB = koxW, — koW + Const.
—Ca = k)glL’Wx — ]f3W + Const.

und
Uf = Wyg — Wxg — (k3xW, — ksW + Const.)zg
ox oy 0z (14)
+ (koaxW, — koW + Const.)gg—‘;

Es eriibrigt noch, den Fall
w =0, o=A,+B,=0, c=A, +B =0

zu erledigen. In diesem Fall ist
A=12,, B=-0, A=V, B = -V,

und wir erkennen wie frither, dass wir {2 und V' ohne Beschréinkung gleich
Null und dementsprechend

A=0, B =0, 2A =0, B =0
setzen konnen, und da w = 0 ist, so folgt, dass auch
D=0

sein muss. Die kanonische Form unserer Integralinvariante wird also im vor-

liegenden Falle
f P9 —pq dz dy.
Z3

[Wenn wir alle diese Resultate zusammenfassen, konnen wir folglich das
Theorem aussprechen t64):]
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Theorem: Bleibt das iiber zweidimensionale Mannigfaltigkeiten:
z=Z(x,y), 3 = 3(x,y) erstreckte Integral

f (ap+ﬂq+vp +0q +(pg — pg) + @)d:vdy
invariant bei den beiden infinitesimalen Transformationen

of of

le:'z%7 :36_37

Xof

und haben die Coefficienten «, 3, ... in Folge dessen die Form

Az, Bz, Az, B(x, C(z,
o Ay g Bew) | Wew) o By | Cew)
z z 3 3 3%
ist ferner
_of of  of  of
Uf—fax+n8y+Caz+1983

die allgemeinste infinitesimale Transformation, die X1 f, Xof und das oben-
stehende Integral invariant lisst, und ist endlich die Gréisse C eine von Null
verschiedene Constante, so sind £(x,y) und n(z,y) Funktionen von x und y,
die durch die Gleichungen

(CD+AB — AB)(&, +1,) + (CD +AB — AB), - £+ (CD +AB — AB), - =0
(2o +By) (& +1y) + (Ao +By)a - &+ (Ao +By)y -0 =0

bestimmt werden. Die Incremente ( und v besitzen die Form

fzz-oz(x,y), 19:36(‘7:73/)

und dabei werden o und (B durch Quadratur der immer integrablen Gleichun-
gen

—CB, = Any, — B, + A, +n4,,
CBe = —An, + B + B, + 1By,
Cay, = —BE, + An, + A, + 1A,

—Ca, =BE —An, + B, + 1B,
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gefunden. Hier konnen vier wesentlich verschiedene Fille eintreten. Ist die
Determinante

W Wp Wy
0 0z 0yl =06
o Oy Oy

von Null verschieden®), so ist ¢ =n =0, a = Const., 3 = Const.

Uf = Const. z% + Const. 5(;—“;0.

Durch ein passende Variabel-Anderung kann man immer erreichen, dass A =
0, A =0 wird.

Verschwindet die dreireihige Determinante ©, wdhrend ihre zweireihigen
Unterdeterminanten nicht simmtlich gleich Null sind, so kann die Integralin-
variante auf die kanonische Form*5°)

X(x Xi(x -
f( (Z)p+ ;)p_|_c.pqz—3m+D(x)>d:xdy

gebracht werden, wihrend 7%°)

Uf = N(i)% +% <IX1 dﬂ) z% — é (fXdu) 3%

15t.

Verschwinden auch die zweireihigen Unterdeterminanten, wdhrend w, o
und o nicht sammtlich gleich Null sind, [so kann die Integralinvariante auf
die kanonische Form

Z 3 Z3

gebracht werden, wo ks, k3 und ks Constanten bezeichnen, die nicht
simmitlich gleich Null sind, und die zugehorige infinitesimale Transforma-
tion Uf ist:

af af

of
Uf = Wy% — nga—y — (k3xW, — ksW + const.)za

0
+(kox W, — koW + const.)ga—g
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Wenn endlich alle drei Gréossen w, o und o gleich Null sind, so kann die
Integralinvariante auf die kanonische Form

<3

gebracht werden und die zugehorige infinitesimale Transformation hat die

Form o/ of of of

wo &, n, a und 3 ganz beliebige Funktionen von z und y sind/*").

+ 30

C=0.

Hiermit kennen wir alle Fille, die eintreten konnen, wenn C' eine von Null
verschiedene Constante darstellt. Jetzt setzen wir voraus, dass C' = 0 ist
und finden dabei zweckmiissig zwischen zwei Unterféllen zu unterscheiden je
nachdem die Grosse

w=AB —-2AB

von Null verschieden oder gleich Null ist. Seien zunéchst:
C=0, AB -2AB #0
Ist C' =0, so erhalten die Gleichungen (6) die einfache Form

0= An, — B, + A, + 1Ay,
0=—An, + B +&B: + 1By,
0= —BE, + Any + A, + 1Ay, (15)
0 =BE + An, + B, + 0By,

0= D(& +my) + Dy + 0Dy + Aag + Bay, + A3, + B, |

Da wir nun {iberdies angenommen haben, dass die Grosse A8 —2AB von
Null verschieden ist, so kénnen wir die erste und dritte Gleichung nach ¢,



32 SoprHUS LIE. M.N. Kl.

und 7, auflésen, und ebenfalls aus der zweiten und vierten Gleichung die
Grossen 7, und &, bestimmen. Die Form dieser Auflésungen:

0= (AB —AB)n, + (BA, — BA,)E + (BA, — BA)n,
— (AB — AB)E, + (AA, — AU, )E + (AA, — A7,

0= (AB — AB)n, + (BB, — BB, )¢ + (BB, — BB,)n,
= (A8 — AB)E, + (AB, — AB,)E + (AB, — AB,)n

zeigt, dass die durch Integration dieser Gleichungen hervorgehenden Aus-
driicke fiir £ und 7 hochstens zwei willkiirliche Constante enthalten3!'). Die
verkiirzten infinitesimalen Transformationen

af ,2f

Uf =5, g,

bilden daher immer eine endliche Gruppe, die hochstens zwei Parameter
enthélt.
Indem wir genau wie im vorigen Falle3?) verfahren, erhalten wir die drei
Gleichungen:
w(&s +my) +w +wyn =0
o(& +1my) + 0.6 +0yn =0 (16)
‘7(59: + ny) +0.§+oy,n=0

in denen w, ¢ und o die Werthe
w=AB—-AB
o=A;+ By, o=2,+B,

haben. Dabei erinnern wir uns, dass wir ausdriicklich vorausgesetzt haben,
dass die Grosse w von Null verschieden ist.
Es ist immer moglich, (vgl. S. 24) statt x und y solche Grossen

Iy :X(‘Iay)a Y1 :Y(l’,y)

als unabhéngige Verdnderliche einzufiihren, dass die erste Gleichung (16) die
Form

§m+77y20

annimmt, und dass w den Werth

w=AB-AB =1



1902 N0.1 UBER INTEGRALINVARIANTEN UND DIFFERENTIALGL. 33

erhiilt 33). Alsdann haben alle verkiirzten infinitesimalen Transformationen
% + ng—i die Form: ; ;
V;/—f — Vx—f.
ox dy
Wir wollen zunéchst annehmen, dass die Gruppe dieser verkiirzten infi-
nitesimalen Transformationen zwei Parameter enthélt. Alsdann konnen wir

immer die beiden betreffenden infinitesimalen Transformationen auf die Form
0 0 0
o5 o of
dy ox dy

bringen ). Dabei kénnen, wie wir wissen, zwei wesentlich verschiedene Fille

eintreten 3°). Ist
(af Vaf_vaf) of

oy’ Yox  "oy) Oy
oder o of  of
Vi;y% - V%ya—y = Oy
und
V;Jy =0, wa = —1,
so kommt
‘/;J:_xa V:_xy+X1(x>
oder of of of o7
- V.= = —x—= — X =.
YOox Vx@y Y or (v 1)8y

Wir kénnen iiberdies ohne Beschriinkung X/ = 0 setzen 3¢), so dass unsere

beiden verkiirzten infinitesimalen Transformationen die Form

of  of _ of
oy’ Ox yay

annehmen.

Um nun die Form der Coefficienten A, B, 2, B zu finden, setzen wir
in den Gleichungen (15) zunéichst £ = 0, n = 1 und erkennen so, dass jene
vier Coefficienten sdmmtlich von y frei sind. Sodann ertheilen wir in den
Gleichungen (15) den Grossen € und 7 die Werthe

§=u, n=-y
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und erhalten so die Differentialgleichungen

0A oA
0B 0B
O=Btag, T

die uns zeigen, dass unsere Coefficienten die Form
n v
A =mzx, A = px, B=—, B = —
x x

besitzen. Und dabei ist die Constante
AB —AB =mv — un = 1.

Unsere Integralinvariante hat bei dieser Wahl der unabhingigen Verén-
derlichen die Form

n 1%
mxp+ —q prp + —q
xr T

f + + D | dxdy
z 3

wo wir (vgl. S. 21)
myv—pun=1 und D=0

setzen konnen.
Die zugehorigen infinitesimalen Transformationen Uf haben die Form:

- of  of of  of . of
Uf = Const. (Iﬁm y@y) + Const.ay +tazgs B3 9 (17)

wo « und ( durch die Bedingungsgleichung;:
n v
D, + 1Dy + mxoy, + e + pxfB, + Eﬁy =0

gebunden sind 37).
Hiermit ist die Annahme, dass die beiden verkiirzten infinitesimalen
Transformationen
af of v af

@—yund%%— a_y

nicht vertauschbar sind, erledigt.
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Wir wollen daher jetzt voraussetzen, dass die beiden Transformationen
vertauschbar sind, und dass dementsprechend

of of
Viy=——Vyp—=— =0
Wor Yoy
oder
V;JZ/ =0, V;cy =0
und

ist. Als dann wird

of _,0f _,0f _ ,0f

Vy%—vza—y— o gy

Hier kéonnen wiederum zwei wesentlich verschiedene Unterfille eintreten,
jenachdem £ gleich Null oder von Null verschieden ist.
Ist die Constante k& von Null verschieden, so konnen wir

setzen, sodass unsere verkiirzten infinitesimalen Transformationen die Form
of of
oy’ Ox

erhalten®®). Um jetzt die entsprechende Form der Integralinvariante zu fin-
den, benutzen wir wiederum die Gleichungen (15) in denen wir zunéchst

£=0, n=1

und sodann

£=1, =0

setzen konnen. Dabei ergiebt sich, dass die vier Coefficienten, A, B, A, B
sdmmtlich von = und y frei sind.
Unsere Integralinvariante erhélt somit die Form

f(mp+"q+“p+”q+D) dz dy
3

z
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und dabei sind m, n, g und v Constanten, wiahrend D eine Funktion von x
und y darstellt, die gleich Null gesetzt werden kann, indem die Constanten m,
n, i, v, die ja die Bedingung

myv — un =1
erfiillen, nicht simmtlich verschwinden diirfen 39).

Ist die frither besprochene Constante k gleich Null, so konnen die beiden
verkiirzten infinitesimalen Transformationen die Form

of  of
oy’ oy

erhalten ). In den Gleichungen (15) miissen wir also zuerst:

§=0, n=1
und sodann
§=0, n=ux

setzen. Dabei ergiebt sich, dass
A=0, A=0

sind. Da wir aber ausdriicklich vorausgesetzt haben, dass die Grosse AB—2AB
von Null verschieden sein soll, so sehen wir, das unsere letzte Hypothese zu
Widerspruch fiihrt.

Nachdem hiermit alle Fille erledigt sind, bei denen die infinitesimalen

Transformationen of of
Uf =¢ s oy

eine zweigliedrige Gruppe erzeugen, wollen wir annehmen dass nur eine Uf
vorhanden ist, die dann ohne Beschrénkung auf die Form

— 0
7y

gebracht werden kann. Setzen wir aber in den Gleichungen (15):
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so erkennen wir, dass die vier Coefficienten, A, B, 2, B von y frei sind. Die
zugehorige Integralinvariante hat somit die Form:

j(A@W+B@M+ﬁ@N+%@M
z 3

+ D) dx dy
und dabei konnen wir durch Einfiihrung zweckméssiger neuer Veranderlichen

1
r1 = @(x), %:EGV+¢@>

erreichen, dass B und 2 gleich Null werden !); wir kénnen iiberdies auch D =
0 setzen. Unser Integral erhélt also die einfache Form

f(ﬂ?p+%gm>mﬂy

Hiermit ) ist unsere Discussion der Hypothese C' = 0, AB — 2B # 0
zum Abschluss gebracht. Wir konnen daher jetzt die nédchste Hypothese

C=0, AB-2AB =0

im Angriff nehmen.

Bei passender Wahl der unabhéngigen Verdnderlichen konnen wir errei-
chen, dass A = 0 wird und dass in Folge dessen auch 2B verschwindet *3).
Es ist daher auch die eine unter den beiden Grossen 2 und B gleich Null.
Setzen wir zunéchst:

so wird

B¢, =0, BE, =0
B +&B, +nB, =0
BE + B +nB, =0
D(& +mny) + €D, + 1D, + Bay, + B3, = 0.

Hier ist es nun zunéchst denkbar, dass

B=0, ®B=0
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sind. In diesem Falle sind &, n und D nur durch eine einzige Bedingungsglei-
chung, nédmlich
D(& +my) + €Dy + 1Dy =0

gebunden. Dabei konnen wir durch passende Wahl der Verdnderlichen er-
reichen, dass D = 1 wird*?). Hierbei erhilt unsere Integralinvariante die
kanonische Form

f dx dy,

wihrend die Gruppe der Uf die bekannte Form

oV(x,y)0f _ OV(z,y) 0f
oy Ox or Oy

annimmt. Die Grossen « und [ sind dabei ganz beliebige Funktionen von x
und y.

Es ist ferner denkbar, dass die beiden Grossen B und B sich nur um einen
constanten Faktor unterscheiden, dass also

B = kB, B #0.
Alsdann erfiillen £ und 7 zwei und nur zwei Bedingungsgleichungen, namlich:
§& =0, B¢, + B¢+ Byn = 0.

Ist dabei B, verschieden von Null, so sehen wir, dass § eine willkiirliche
Funktion von z sein kann und dass 7 vollstdndig bestimmt ist, wenn fiir &
eine bestimmte Funktion von z genommen wird #°).

Ist andererseits B, = 0, so wird

fy:(], Bfﬂc"‘Bwf:O
D(& +ny) +EDy + 0Dy, + Bay, + kBB, =0

und
m
B(z)
In diesem Fall ist also die Form des Incrementes £ vollstandig bestimmt.
Es ist ferner moglich solche neue Verédnderliche

B = B(xz), £ =

T, = gO(l’), U = W%y), 21 = ZQ(.I',Z/), 31 = 3V(£L‘,y)
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einzufiihren, dass
B(z) =1, D(z,y) =0

wird #6). Unsere Integralinvariante erhilt hierbei die Form

k
I(g—l——q) dx dy
Z 3

und die zugehérigen infinitesimalen Transformationen Uf sind bestimmt 47)
durch die Gleichungen

59207 gx:()) ay+kﬁy20

die uns zeigen, dass & gleich 1 gesetzt werden kann, wéahrend 7 eine
willkiirliche Funktion von x und y darstellt und die Incremente «, # durch
die Gleichung

a+kB+¢Yx)=0

mit der willkiirlichen Funktion v (z) gebunden sind.

Es ist endlich denkbar, dass sowohl B wie B von Null verschieden sind,
und dass dabei ihr Verhéltniss eine Funktion von x, y darstellt. Alsdann
erfiillen die Incremente der gesuchten infinitesimalen Transformationen Uf 47)
vier Bedingungsgleichungen

& =0, D& +ny)+&Dy +nD, + Bay, + 986, =0

aus denen durch Elimination die Gleichung

(8)+(5)-0

hervorgeht. Im vorliegenden Fall ist somit das Verhéltniss B : B eine Invari-
ante der verkiirzten infinitesimalen Transformationen Uf. Wir finden

(BB, — BB,) &, + &£ (BB, — B,B,) = 0.

Ist daher
BB, -8B, #0
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so hat £ eine ganz bestimmte Form, und da B, und B, nicht alle beide ver-
schwinden, so ist auch die Form von 7 vollstéindig bestimmt *®). Unter den
gemachten Voraussetzungen giebt es also nur eine infinitesimale Transforma-

tion €32 + 3L,

Ist dagegen
B%, -8B, =0, B #0, B#£0

und dementsprechend
B =B -p(z)

und

£(B.B, —B,B,) =0,

so kann

By # 0 und also auch B, # 0

sein, in Folge dessen
B8, —B,B, #0

und
£E=0, nB, =0, n=0.

In diesem Falle?®) giebt es also gar keine infinitesimale Transformation
of | pof
ox nay'

Unter den gemachten Voraussetzungen
B%, -8B, =0, B=DB-p(x)#£0

koénnen wir aber auch
und dementsprechend

setzen. Alsdann wird
B¢, +EB, =0, BE, +EB, =0
und da das Verhéltniss 8 : B keine Constante sein darf, folgt

£=0,
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withrend 7 vollstéindig unbestimmt bleibt *Y).
Wir wenden uns sodann zu der Hypothese
C=0, A =0, B =0, A # 0.

Alsdann kriegen wir zur Bestimmung der infinitesimalen Transformation Uf
die Gleichungen

0=—9B¢, +An, + A, + 02,
0= D(& +ny) + D0+ 0Dy +AB, + B,

aus denen wie bekannt die Integrabilitdtsbedingung

hervorgeht.
Ist hier
A, +B, =0
und dementsprechend
ow ow
A= — B=——
oy’ Ox

so sind ¢ und 7 durch die beiden Gleichungen

0=W,& +Wyn, +EW,, +nW,,

bestimmt und aus ihnen folgt durch Integration:
W, &€+ W,n = Const. = k.

In dem vorliegenden Falle kann daher eines unter den beiden Incremen-
ten £ und 7 eine ganz beliebige Funktion von x, y sein®!).

Ist dagegen die Grosse
o=2%U,+B,
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von Null verschieden, so zeigt die Gleichung

0(& +ny) + 026 +0yn =0

dass die infinitesimalen Transformationen & % + 773_5 den gemeinsamen Mul-
tiplicator p haben.
Fiihren wir jetzt neue Verdnderliche

T = X(ZE,y), Y1 = Y(:L‘ay)a z1 = ZQ(JZ,y), 31 = 3V(l’,y)

ein, so sind die neuen Coefficienten Ay, By, ™Ay, By, C; und Dy (vgl. Seite 21)
durch die Formeln:

AA, = AX, + BX,
AB; = AY, + BY,
A, = AX, + BX,
AB, =AY, + BY,
C,=C=0
2, 0, Vi _V

— A _ B9 sy Y
AD, = AQ B_Q Q[V %V+D

bestimmt. Bei dieser Variabel-Aenderung bleibt daher die Form

j(mp%%”D) dz dy

unserer Integralinvariante ungedndert, wéhrend allerdings die Coefficien-
ten A, B und D im Allgemeinen ihre Form &ndern. Bei passender Wahl
von {2 und V erreichen wir, dass D; gleich Null wird; und da die Funktio-
nen X (z,y), Y(x,y) gar keiner Beschrankung unterworfen sind, kénnen wir
immer erreichen, dass %)

o=2U,+B,=1
wird. Die infinitesimale Transformation Uf erhilt in folge dessen die Form:

gy 2 0 00 of

Wir konnen ferner

Ql:a—f, SB:y—a—l/}
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setzen. Durch eine neue Aenderung der Verdnderlichen

x2:X1(x7y)7 y2:}/1<x?y)7 2222‘97 32:3‘/
die so gewahlt ist, dass
X1 0X, Va v,
0=2——+B— 0=2A—+8B7
Ox * oy’ V LT

1_3X1 aYi a)(1 ale

or 0Oy Jdy Ox

wird, erkennen wir ohne Schwierigkeit ®?), dass wir ¢ = 0 und

A=0, B=y, D=0

ferner

jy?qdmdy

die entsprechende kanonische Form unserer Integralinvariante ist.

setzen konnen und dass

Nachdem hiermit alle Falle bestimmt sind, die eintreten kénnen, wenn

die Grosse C' von x und y unabhéngig ist, miissen wir jetzt die Annahme
machen, dass C keine Constante ist:

C' st keine Constante.
In diesem Falle ist, wie wir wissen, C' eine Invariante aller
Ay’

Die Transformationsformeln auf Seite 20 zeigen, dass wir in diesem Falle

— 0 0
0 = €20 12

C =z, E=0

setzen konnen **).
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Die Definitionsgleichungen der gesuchten infinitesimalen Transformatio-
nen Uf erhalten in Folge dessen die Gestalt:

-z, = An, +nA,
rfy = —An, + UBy
zoy = Any + 1, (18)

—xo, = —An, +nB,

0= Dny +nDy + Aay + Boy + A3, + B,

Die Integrabilitatsbedingungen der vier ersten Gleichungen liefern die Re-
lationen

0
8_y {xAquxBy—A}:O

0
ay {x%lx + 2B, — Ql} = 0.

Eliminiren wir ferner die Ableitungen o, oy, 3;, 8, aus den fiinf Defini-
tionsgleichungen, so finden wir die Bedingung

0
—n(xD+ BA—-BA) =0.
Son(eD+ )
Die drei neuen Gleichungen sind unmittelbar integrabel; sie zeigen dass
n(zA; +xB, — A) = X(x)
(19) n(zA, + 2B, —A) = X (z)
n(xD + BA —BA) = Xy(z).
Hier sind nun verschiedene Fille denkbar, die durch das Verhalten der

drei links stehenden Parenthesen charakterisirt werden.
Verschwinden die drei links stehenden Parenthesen; ist also

r(A, +By) —A=0
(20) z(A, +B,) —A=0
D+ BA—-BA=0

so ist n gar keiner Beschrankung unterworfen und die gesuchte infinitesimale
Transformation Uf hat daher die allgemeine Form

Uf = n(w,y)g—i-
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Die beiden ersten Gleichungen, die auf die Form
0 (A 0 (B
or \ z oy \ x
o0 [ o (B
Oor \ x oy \ x

gebracht werden konnen, zeigen dass die vier Grossen A, B, 2l und B die
allgemeine Form

oU ou
R A
oV ov
A = l'a—y, % = —x%

besitzen. Und wenn diese Werthe in die letzte Gleichung (20) eingetragen
werden, so ergiebt sich, da U und V durch die Relation

ou oV ou oV
D— 277 Y 27 Y —
. oy y T Oy Ox 0

verkniipft sind 5°), dass der Coefficient D die Form
D = 2(U,V, — U,V,)

besitzt.
Die zugehorige Integralinvariante hat somit die Gestalt

L[xww—mm+mMm—%®+“m‘W”+dUV—UV)dm@
z 3 3 o o

und erhalt daher in den neuen Veranderlichen

-V U
I =@, =Y, 21 = ¢ ; 31 =3¢

die einfache Form

23 '

Bei dieser Variabelinderung behilt Uf ihre Form. Die Formeln (18) zeigen
iiberdies, dass o und ( constant sind, und also ist:

Uf = n(xay)% + Const. Z% -+ Const. 32_';0
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die zugehorige Form der infinitesimalen Transformation Uf.
Hiermit ist die Annahme, dass die drei Ausdriicke:

(C) )

sammtlich verschwinden, erledigt.

Sind diese drei Ausdriicke nicht sémmtlich gleich Null, so besteht zwi-
schen je zwei unter diesen Grossen eine lineare homogene Relation, deren
Coefficienten Funktionen von z allein sind.

Es ist nun (Vergleiche die Transformationsformeln auf Seite 20) immer
moglich, eben weil C' von Null verschieden ist, solche neue Veranderliche

T =@, =Y, Zl:Z‘Qv 31:3‘/

einzufithren, dass

A;=0und 2; =0
wird. Wir kénnen daher von vorneherein
C=u, A=0, A=0
setzen; und dabei bestehen zwischen je zwei unter den Grossen

B,, %, D

lineare und homogene Relationen, deren Coefficienten Funktionen von z sind.

Wir wollen zunéchst annehmen, dass B, und 98, nicht beide gleich Null
sind, dass z. B. die Grosse B, von Null verschieden ist. Alsdann fithren wir
die neuen Verénderlichen

Ty = T, yQZB($7y>7 22 = Z, 32=13

ein und finden sodann durch Benutzung der Transformationsformeln auf Sei-

te 20 dass:
ByAQ - O, ByBQ - B By

B, =0, B,B, =B B,

und also

Ay =0, By = s, Ay =0, By =B = p(v)y: + V().
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Wir konnen daher von vorneherein
A=0, B =y, 2A=0, B = p(x)y + ¥(x)

und
=0, n=plx)
setzen. Dabei zeigt die Formel

nD = pa()

dass auch D eine Funktion von x sein muss.
Hiermit erhélt unsere Integralinvariante die kanonische Form

f (y_zq N w(w)y;w(ﬂs)q N x(pqz; pq) N D@)) d dy

und die zugehorigen infinitesimalen Transformationen Uf besitzen die allge-
meine Form:

Uf = p(x (f pl dx) zg—i + (f M(?dw> 3%.

Endlich miissen wir annehmen, dass

B, =0, B, =0, xD #0
und (19): .
nD = ¢(x).

Hier fithren wir neue Verénderlichen ein, ndmlich

Ty =X, ylZID(xay)dya 21 =z, 31=13

und erkennen durch Benutzung der Transformationsformeln auf Seite 20 dass
die Coefficienten A, By, 24, B1, C1, Dy durch die folgenden Gleichungen
bestimmt sind

012021', A1:0, 9[1:0

D-B,=B-D, D-%B,=D-‘B
D-D,=D.
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Wir konnen daher von vorneherein

C=u, A=0, A=0
B = X(x), B = X (z), D=1

setzen; alsdann wird
£=0, n = p(x), a = Const., G = Const.

Die kanonische Form unserer Integralinvariante wird also

f (X(:)q N Xlgx)q . a:(qu; pa) 1) dy dx

und die zugehorigen infinitesimalen Transformationen haben die Gestalt

_9f af af
Uf = p(x) 9y + Const. 2 + Const. 383'

Wir gehen jetzt der Reihe nach alle neunzehn Fille durch und zeigen, wie
in jedem einzelnen Fall das betreffende Integrationsproblem erledigt werden
kann.

Im néichsten Kapitel') zeigen wir sodann, dass die von uns gegebenen
Integrations-Methoden das Grosstmogliche leisten.

In einem und nur in einem unter den neunzehn vorhandenen Féllen kann
kein Vortheil aus der bekannten Integralinvariante gezogen werden. In den
achtzehn iibrigen Féllen gestattet das Vorhandensein der bekannten Inte-
gralinvariante immer das Integrationsgeschéft wesentlich zu vereinfachen.

Fall 1. [Seite 23].

Im ersten Falle, dass heisst, wenn C' eine von Null verschiedene Constante
ist und die Determinante
Wowp Wy

0 Oz Oy
O Oy Oy
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nicht verschwindet, besteht die Gruppe Uf nur aus den beiden infinitesimalen
Transformationen

_of _ o1
le—zaz und X2f_363'

Wir finden daher beide Losungen des vollstéandigen Systems
le = 07 X2f =0

ohne Integration, ja sogar ohne Quadratur?).

Fall II. [Seite 24].

Der zweite Fall ist dadurch charakterisirt, dass C' gleich einer nicht verschwin-
denden Constante ist, und dass die dreireihige Determinante ©, nicht aber
ihre simmtlichen zweireihigen Unterdeterminanten gleich Null sind. In die-
sem Falle hat die verkiirzte Gruppe Uf die Form °°)

of

Uf = p(x) 9

und ist somit intransitiv. Wir finden daher die Invariante x ohne Integra-
tion, ja ohne Quadratur. Setzt man sodann diese Invariante gleich einer
willkiirlichen Constante ¢, so zerlegt die hervorgehende Gleichung

T = ¢ = const.

den vierdimensionalen Raum z,, 7, T3, 74 in co! dreidimensionale Riume,
deren jeder ool charakteristische Mannigfaltigkeiten des vollstindigen Sy-
stems: X;f =0, Xof = 0 enthélt.

Es bleibt jetzt nur noch iibrig in jedem Raume z = ¢ die oo! charak-
teristischen Mannigfaltigkeiten dieses Raumes zu finden. Zu diesem Zwecke
beobachten wir, dass jede infinitesimale Transformation

0w+ & ()5 - (] xa)

die ool charakteristischen Mannigfaltigkeiten eines solches Raumes x = c
unter einander vertauscht. Und zwar sehen wir, dass alle Uf die oo! charak-
teristischen Mannigfaltigkeiten eines Raumes = ¢ in genau derselben Weise
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transformiren, dabei vorausgesetzt, dass wir diese oo! Mannigfaltigkeiten als
ein eindimensionales Gebiet auffassen. Hieraus folgt dass wir durch eine Qua-
dratur einen Integrabilitédtsfaktor desjenigen vollstéindigen Systems aufstellen
kénnen, das die oo! gesuchten charakteristischen Mannigfaltigkeiten definirt.
Eine zweite Quadratur liefert diese Mannigfaltigkeiten selbst 7).

Im vorliegenden Falle verlangt daher die Integration des vollstéindigen Sy-
stems X;f = 0, X5f = 0 nur Differentiations- und Eliminationsoperationen
und sodann zwei successive Quadraturen. Wir bezeichnen diese Operationen
mit

(0), 0, 0.

Fall ITII. [Seite 26].

Der dritte Fall ist dadurch charakterisirt, dass der Coefficient C' constant und
von Null verschieden ist wihrend die Determinante

W oWy Wy
O Oz Oy
o 0p Oy

sowie alle ihre zweireihigen Unterdeterminanten nicht aber die Gréssen w, o,
o sammtlich gleich Null sind.
Jetzt hat Uf die Form
= y% = ng—i — (ksaW, — ksW + Const.)zg—ﬁ + (kox W, — koW + Const.);,g—f:.
Das zweidimensionale Gebiet z, y der oo? gesuchten charakteristischen
Mannigfaltigkeiten des vollstdndigen Systems wird daher durch eine Grup-
pe transformirt die mit der Gruppe der Hydrodynamik °®) dhnlich ist. Jetzt
gestattet daher die Auffindung einer ersten Losung des vollstindigen Sy-
stems X, f =0, Xof = 0 gar keine Vereinfachung, verlangt also eine Opera-
tion 2. Nachdem aber eine solche Losung gefunden ist, die wir somit mit x
bezeichnen koénnen, leuchtet ein, dass die allgemeinste Transformation Uf,
die z invariant lasst, die Form

)+ 5L+ ()5

besitzt. Wie im vorigen Falle geniigen jetzt zwei successive Quadraturen
zur Bestimmung der gesuchten charakteristischen Mannigfaltigkeiten des
vollstiandigen Systems X;f =0, Xof = 0.
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Im dritten Falle verlangt also die Integration des vorgelegten vollstédndigen
Systems die Operationen
2,0, 0.

Fall IV. [Seite 28].

Der vierte Fall ist dadurch charakterisirt, dass der Coefficient C' constant und
von Null verschieden ist, wiahrend die drei Grossen w, o und o sdmmtlich
gleich Null sind. Die infinitesimalen Transformationen Uf haben die allge-
meine Form:

af af of

of
+30 25

und dabei sind ¢ und n ganz willkiirliche Funktionen von x und y. Jetzt sind
alle Losungen des vollstindigen Systems X;f = 0, Xof = 0 unter einan-
der gleichberechtigt und daher verlangt die Integration dieses vollstédndigen
Systems die Operationen

2, 1

Y

Im vorliegenden Fulle ziehen wir also gar keinen Vortheil aus der bekann-
ten Integralinvariante.

Dies liegt aber nicht in einer Unvollkommenheit unserer Theorie, sondern
es beruht auf dem Wesen der Sache. Es sind ja einerseits alle Losungen unter
einander gleichberechtigt, und es sind auch andererseits nachdem eine Losung
gefunden ist, alle iibrigen Losungen unter einander gleichberechtigt.

Fall V. [Seite 31].
Der fiinfte Fall ist dadurch charakterisirt, dass
C=0

ist und dass Uf die Form

_ of  of of of of
Uf—a(x%—ya—y)+ba—y+aza—l—ﬂza—z

mit den beiden willkiirlichen Constanten a und b besitzt. Jetzt werden die
0o0? charakteristischen Mannigfaltigkeiten durch eine zweigliedrige, also in-
tegrable ) Gruppe transformirt, deren Transformationen nicht vertauschbar
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sind. Man findet die beiden infinitesimalen Transformationen dieser letzten
Gruppe durch zwei Quadraturen. Man bildet zu diesem Zwecke zunéchst die
Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen der ersten diri-
virten Gruppe. In dieser Weise findet man zunéchst durch eine Quadratur die
invariante infinitesimale Transformation der oben besprochenen zweigliedri-
gen Gruppe, sodann durch eine neue Quadratur die fehlende infinitesimale
Transformation dieser Gruppe. Hinterher bestimmt man eine erste Losung
des vollstéandigen Systems X;f = 0, Xof = 0 durch eine dritte Quadratur
und endlich die fehlende Losung durch eine vierte Quadratur.

In diesem Falle verlangt somit die Integration unseres vollstdndigen Sy-
stems vier successive Quadraturen also die Operationen

0, 0, 0, 0.

Fall VI. [Seite 35].

Der sechste Fall ist dadurch charakterisirt dass
C =0, AB —AB #0

ist und dass die infinitesimalen Transformationen Uf die kanonische Form

o b+ zagl 440

Uf = agy 05, t %%,

+30
mit den willkiirlichen Constanten a, b, besitzen.

In diesem Falle wird das zweidimensionale Gebiet der oo? charakteristi-
schen Mannigfaltigkeiten durch eine zweigliedrige Gruppe mit vertauschbaren
Transformationen transformirt. Es verlangt daher nach meinen allgemeinen
Theorien die Bestimmung dieser zweigliedrigen Gruppe die Erledigung einer
Riccatischen Differentialgleichung erster Ordnung ®°). Sodann finden wir die
beiden Losungen unseres vollstéandigen Systems durch zwei Quadraturen, die
in dem Sinne von einander unabhéngig sind, dass es gleichgiiltig ist in welcher
Reihenfolge sie ausgefiihrt werden.

Die im vorliegenden Falle erforderlichen Operationen bezeichnen wir
durch die Symbole

R, 0, O.
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Fall VII. [Seite 36].

Dieser Fall ist dadurch charakterisirt, dass
C =0, AB —AB #0

und dass Uf die Form

of of of

a—y + ZQ& 8_3
besitzt. Jetzt ist die Gruppe Uf intransitiv und wir finden daher eine Losung
des vollstandigen Systems X; f = 0, X5f = 0 ohne Integration, ja ohne Qua-
dratur, dass heisst durch eine Operation (0). In jedem unter den hiermit
gefundenen dreidimensionalen Riumen liegen co! charakteristische Mannig-
faltigkeiten, und das eindimensionale Gebiet dieser oo! Mannigfaltigkeiten
wird von einer einzigen infinitesimalen Transformation transformirt. Diese
infinitesimale Transformation wird daher durch eine Quadratur gefunden und
eine neue Quadratur giebt sodann die fehlende Losung unseres vollstéindigen
Systems. Jetzt verlangt daher die Integration des vorgelegten vollstéandigen
Systems die Operationen

+ 30

(0), 0, o.

Die beiden Quadraturen sind nicht von einander unabhéngig.

Fall VIII. [Seite 36, N. 42].

In diesem Falle ist
C=0, AB —-AB #0

af of

Es werden daher die Losungen unseres vollstdndigen Systems ohne Inte-
gration und Quadratur, dass heisst durch die Operation (0) gefunden. Dieser
Fall tritt ein, wenn C' = 0, AB — AB # 0 sind wahrend die Determinante

und

Oz Oy
Oy Oy

der beiden Grossen
o=A;+ By, o=2,+B,

nicht identisch verschwindet.
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Fall IX. [Seite 37].
In diesem Falle ist
C =0, A=0, A =0, B =0, B =0

und

Die Gruppe Uf hat die Form

OV (x,y)0f OV (x,y) Of of
8y dxr O 8y e 8_+ ﬁ

f

Die Losungen unseres vollstandigen Systems sind daher unter einander
gleichberechtigt und es verlangt daher die Bestimmung einer ersten Losung x
eine Operation 2. Nachdem eine solche Losung gefunden ist, wird das ein-
dimensionale Gebiet der oo! charakteristischen Mannigfaltigkeiten, die in
einem Raum z = a enthalten sind, nur durch eine infinitesimale Transfor-
mation transformirt. Man findet daher wie im Falle VII die fehlende Losung
des vollstdndigen Systems durch zwei successive Quadraturen. Das ganze In-
tegrationsgeschéft verlangt also die Operationen

2, 0, 0.

Fall X. [Seite 38].

In diesem Falle ist
C =0, A=2A=0, B = kB, B, # 0, k = Const.

Die infinitesimalen Transformationen Uf besitzen die Form

of 1 of 8f af
Uf =€)y - 5 (BE + B + w0+
y
und dabei ist £(z) eine willkiirliche Funktion von x. Die verkiirzte Gruppe Uf
in den Verédnderlichen z und y ist imprimitiv, indem die Curvenschar z =
const. der xy-Ebene invariant bleibt. Daher verlangt die Bestimmung der
Losung z nur die Integration einer gewohnlichen Differentialgleichung erster
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Ordnung, also eine Operation 1. Ist x bestimmt, so wird die fehlende Losung
ohne Integration oder Quadratur gefunden, indem alle Uf, die x invariant
lassen, die Form

of of

()$+()8_5

besitzen.
Im vorliegenden Falle verlangt also das Integrationsgeschéft die Opera-
tionen

1, (0).

Fall XI. [Seite 38].

In diesem Falle ist

C =0, A=0, A=0
B=1, B = k = Const.

und die infinitesimalen Transformationen Uf besitzen die Form

Uf=%+n($7y)g+zaaf %

ox oy ox 35

wobei 7 eine ganz beliebige Funktion von x und y darstellt. Die verkiirzten
Transformationen Uf transformiren das eindimensionale Gebiet = Const.
durch eine Gruppe mit einem einzigen Parameter. Daher findet man durch
eine Quadratur den Multiplicator desjenigen vollstdndigen Systems, dessen
einzige Losung x ist und eine zweite Quadratur giebt x selbst. Um sodann die
fehlende Losung y zu finden integrirt man eine gewohnliche Differentialglei-
chung erster Ordnung, die nicht vermieden werden kann. Die infinitesimalen
Transformationen Uf, die x invariant lassen, transformieren ja y in allge-
meinster Weise.

Im vorliegenden Falle verlangt also die Integration des vollstdndigen Sy-
stems X;f =0, Xof = 0 die Operationen

0, 0, 1.
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Fall XTI. [Seite 39].
In diesem Falle ist

C=0, A=0, 2A=0
B =Y (y), B =yY(y), D=0

und die infinitesimalen Transformationen Uf besitzen die Form

of af of

Uf = — - -

f= 5 T7ag, 1305,
Man findet daher die Losung y ohne Integration bez. Quadratur durch ei-
ne Operation (0). Sodann verlangt die Bestimmung von x zwei successive

Quadraturen.
In diesem Falle brauchen wir also die Operationen

(0), 0, o.

Fall XIII. [Seite 40].

In diesem Falle ist

C=A=A=0
B=y, B = 1y, D=0

und die infinitesimalen Transformationen Uf besitzen die Form

und also werden beide Losungen ohne Integration oder Quadratur gefunden.
Die Integration des vollstdndigen Systems: X;f = 0, Xof = 0 verlangt
also in diesem Falle nur die Operation

(0).
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Fall XIV. [Seite 40].

Jetzt ist
C =0, A=2A=0
B = B(x), B =zB(x)
und of of of
Uf = n(z, y)8_+()8z ()3—3

wobei 1 eine ganz willkiirliche Funktion von x, y bezeichnet. Die Gruppe Uf
ist somit intransitiv und dementsprechend findet man die Losung z ohne
Integration und Quadratur, also durch eine Operation (0). Sodann verlangt
die Bestimmung der Loésung y eine Operation 1.

Im vorliegenden Falle brauchen wir also zur Integration des vollstéandigen
Systems: X;f =0, Xof = 0 die Operationen

(0), 1.

Fall XV. [Seite 41].

In diesem Falle ist
C=0, A=0, B =0, A=1, B =0, D=0

e of of 0f
Uf = &(x,y) == + Const. -~ + 2 am-+
f = §(r.9) 55 + Const. 51 1B
wobei &(x,y) eine willkiirliche Funktion von x und y bezelchnet. Man findet
daher die Losung x durch zwei successive Quadraturen; sodann verlangt die
Bestimmung von y eine Operation 1.
Im vorliegenden Falle verlangt also die Integration des vollstdndigen Sy-

stems X;f =0, Xof = 0 die Operationen

f

0, 0, 1
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Fall XVI. [Seite 41].

Jetzt ist
C =0, A=0, B =0, A =0, B =y, D=0

und 0b0f 0dof  of  0f
a—y% - %a—y +ZQ% —1-356—3.

Die Losungen unseres vollsténdigen Systems sind jetzt gleichberechtigt
und es verlangt daher die Bestimmung von x eine Operation 2; sodann geben
zwei successive Quadraturen die fehlende Losung .

In diesem Falle brauchen wir daher zur Integration des vollstdndigen Sy-
stems X f =0, Xof = 0 die Operationen

Uf =

2, 0, 0.

Fall XVII. [Seite 43)].

Jetzt ist
C=uz, A=B=A=B=D=0

und Uf besitzt die Form

Uf =n(x, y)g—‘;; + Const. zg—i + Const. 362—“;0
mit der willkiirlichen Funktion 7 der beiden Argumente x und y. Wir finden
daher die Losung z ohne Integration oder Quadratur durch eine Operati-
on (0); sodann liefert eine Operation 1 die fehlende Losung y.
Die Integration des vollstéindigen Systems X;f = 0, Xof = 0 verlangt
daher in diesem Falle die Operationen

0), 1.
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Fall X VIII. [Seite 46].

In diesem Falle ist
C=u, A=0, 2A =0, D = D(xz)
B=y, B=yp(x)+Y(z)

Uf = u(x)% _ (I Wﬂ) Z% n (j M(l’)dx) 3%’

X

und

Man findet daher zunéchst die Losung = durch eine Operation (0) und
sodann die Losung y durch zwei successive Quadraturen. Im vorliegende Falle
verlangt daher die Integration des vollstdndigen Systems die Operationen

(0), 0, o.

Fall XIX. [Seite 47].

Jetzt ist

und

Uf = u(x)% + Const. z% + Const. 52—?

Man findet daher die Losung = durch die Operation (0) und sodann
die Losung y durch zwei successive Quadraturen. Die Integration unseres
vollstdndigen Systems verlangt daher auch in diesem Falle die Operationen

(0), 0, 0.
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Anmerkungen.

1. Nur der erste Abschnitt liegt im Manuscript vor. G.S.

2. Ueber infinitesimale Transformationen Yf die mit gegebenen infini-

tesimalen Transformationen wvertauschbar sind, siech Sophus Lie:
Theorie der Transformationsgruppen, unter Mitwirkung von F. Engel,
Bd. I p. 367. Die dadurch bestimmte Gruppe G sieh . c. p. 368 fg.
Wenn es keine solche Transformationen Yf giebt, so ist die vorge-
legte Gruppe Xif ... X, f asystatisch Th. d. Tr. Bd. I p. 510 Satz 2,
und ihre Invarianten d. h. die Losungen des vollstédndigen Systems:

Xif=0,...X,f=0

konnen durch ausfithrbare Operationen gefunden werden (7h. d. Tr.
Bd. I p. 518 Satz 7). S.

. Zu S. 4. Diese Annahme schien uns nicht unmittelbar evident, und wir

haben daher mit Herrn Professor F. Engel iiber diesen Punkt corre-
spondiert. In einem Brief von 14-5-02 hat Prof. Engel uns Folgendes
mitgetheilt:

>Mir ist nun keine Stelle bekannt, wo Lie bewiesen oder
auch nur behauptet hat, dass man auch zu jeder intransi-
tiven Gruppe eine kanonische Form mit bekannten endlichen
Transformationen finden koénnte. Doch wird er es sich viel-
leicht so gedacht haben. Vgl. Th. d. Tr. Bd. I p. 458 das klein
Gedruckte: Ist die dort definirte Zahl m = r, so ist die ka-
nonische Form ohne weiteres angebbar. Ist m > r, so kommt
man zum Ziele, indem man gewisse transitive Gruppen be-
stimmt, die mit der gegebenen Gruppe meroédrisch isomorph
sind«.

Zu S. 4. Der Begriff sreciprok< ist frither von Lie nur bei einfach
transitiven Gruppen gebraucht; hier bedeutet offenbar die srecipro-
ke< Gruppe die Gruppe G von allen Transformationen die mit den X7 f
vertauschbar sind, gleichgiiltig ob die Gruppe X f einfach transitiv ist
oder nicht. G.S.

Zu S. 5. Dieser Punkt schien uns unklar, da hier vorausgesetzt wird,
dass G endlich ist, denn nur in diesem Falle kann Lie von einer gleich-
zusammengesetzten einfach transitiven Gruppe reden, und in dem Fall,
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dass G endlich ist, (und sich nicht nur auf die identische Transforma-
tion reducirt, ein Fall, der ja schon erortert ist), ist die Gruppe X;f
transitiv, ein Fall, der ja hier kein Interesse hat. Professor Engel, den
wir dariiber gefragt haben ist mit uns darin einig, »dass diese Stelle
entschieden nicht ganz in Ordnung ist<.

4. Man vergleiche hier Mathematische Annalen Bd. 25 p. 123, 22.

5. und 6. Siehe Leipziger Berichte, 1897 p. 402-407. G.S.

7. Nur der erste Abschnitt liegt vor.
Ueber die in der Einleitung besprochenen Theorien und Probleme

siehe auch:
Encyclopedie der Mathematischen Wissenschaften Band II. A 4 b
§ 13-14 und § 29-32. S.

8. »>Ganz beliebige Funktionen<, miissen in der Bedeutung verstanden
werden, dass sie den allgemeinen Bedingungen geniigen, unter welchen
das Integral eine Existenz hat. Auf solche Fragen gehen wir aber hier

nicht ein.
Ueberall in dem Folgenden muss man dhnliche funktionentheoreti-
sche Voraussetzungen machen. S.

9. Im Manuscript war durch einen Schreibfehler tiberall X;, X5, X3, X4
statt Fy, Fy, F3, F) gesetzt. Etwas spater waren diese ersten Buchstaben
X zu F corrigiert, und da es scheint, als ob Lie diese Correcturen nicht
durchgefiihrt habe, haben wir es gethan.
In dem Folgenden haben wir auch (i = 3,4) im Manuscript zu
(1 = 1,2) corrigiert, da dieses offenbar das Richtige ist.
In den Entwickelungen auf S. 9 und 10 bedeutet natiirlich g—g die
partielle Ableitung von F; (z1, 22, o3, £4) wenn xq, x3 x4 als Constanten

aufgefasst werden, dagegen gTF;' die partielle Ableitung von F;, wenn

man in F; zuerst die Ausdriicke der x5 und z4 als Funktionen von x;
und zy substituirt und dann die partielle Ableitung nach z;, nimmt

etc. G.S.

10. Man sieht es unmittelbar ein, wenn man die Ausdriicke der totalen
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11.

12.

SOPHUS LIE. M.N. KL
Differentiale:
OF; OF;
OF; OF,
dz; = dF; = “)d “)d =1,2
T, (8x1) 1 (8x1> T2 (i ,2)
in die Gleichung
o, x
daly = (%Z - dah + 8—x,2~d:c’2
substituirt und beziehungsweise die Koefficienten von dz; und dzs auf
beiden Seiten identificirt, u. s. w. S.

U OV _ U oV

Hier bedeutet ’ uvv | die Funktionaldeterminante, g~ — g5,
S.

Tj Tk

U und V nach z; und z;.

von

Folgende Andeutungen konnen vielleicht von Nutzen sein:

Wenn man x4 als eine willkiirliche Funktion f von xq, o und x3
wéhlt, so ist das totale Differential:

of of of
dry = — -d —-d —-d
e 81’1 Tt 6’x2 T2t 81‘3 g

fiir einen willkiirlichen aber bestimmten Punkt x1, x9, x3, z4. Diese
Gleichung ist linear und homogen in dz, dxs, dzs, dr, und stellt folglich
im Raume Mj eine Ebene dar. Wenn man die Funktion f anders wéhlt,
erhélt man im Allg. eine andere Ebene. Die drei partiellen Ableitungen

of of of
Oxy  0Oxy  Oxg

konnen daher als Ebenenkoordinaten aufgefasst werden.
Wenn man in analoger Weise x3 und x4 als willkiirliche Funktionen f
und ¢ von x; und w9 auffasst, so ist

of of
der; = — -d — . d
XT3 axl T1 + (9952 X9,
dyp dyp
dr, = —-d —— - dx,.
Ty 01, T+ D1y T

Wenn man hier Alles im Raume M; auffasst, so stellt jede dieser
Gleichungen eine Ebene und folglich beide zusammen eine Gerade dar.
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13.

14.

15.

Wenn man f und ¢ anders wéhlt, bekommt man im Allg. eine andere
Gerade.

Da dxy, dzo, dxs, dxy homogene Ebenenkoordinaten im Mj sind,
kann man folglich die partiellen Ableitungen

af  of Oy Oy
(9961 ’ 8$2’ 8.731 ’ 8x2
als Liniencoordinaten im M5 auffassen.
Wie man mit Pliicker die fiinfte Liniencoordinate

of dp  Of Oy¢
8%1 8x2 8952 (99[;1

einfithren kann, siehe z. B. Lie-Scheffers: Geometrie der Beriih-
rungstransformationen 1. Kap. 7, § 3. S.

Dass jede Punkttransformation im Infinitesimalen projektiv ist, folgt
daraus, dass die Differentiale linear und homogen transformirt werden.
Sieh z. B. Lie-Engel Th. der Tr. I, Kap. 28. Aber dann werden
in M3 die absoluten Punktkoordinaten und folglich die fiinf Linien-
coordinaten projektiv transformirt. (Siche z. B. Lie-Scheffers

Ge. der Berihr.tr. 1, p. 285, Satz 5). S.
Im Manuscript war durch einen Schreibfehler dx dy statt dx, dxs ge-
schrieben. Wir haben dieses korrigiert. G. S.

Da X;f und X,f vertauschbare Transformationen mit verschiedenen
Bahncurven sind, kann man solche neue Verdnderliche 2o, 33 einfiihren,
dass X7 f und X, f in die beiden Translationen

of of
0z 032
ibergehen (Sehe z. B. Lie-Scheffers Diff. gl. mit bekannt. inf.
Tr. p. 416).
Wenn man dann die neuen Veradnderlichen
z=e*
3=e”

einfiihrt, so werden die inf. Transformationen X;f und X,f auf die

Formen
Lof of
52 03
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16.

17.

18.

SoprHUS LIE. M.N. K.

gebracht. G. S.

(Seite 14 und 16).
Wenn X'f die erweiterte Transformation von

_of  of  of  _Of
X =g g, g TY%,

ist, so ist die Bedingung dafiir, dass das Integral
j o dx dy
durch die Transformation Xf invariant bleibt, wie bekannt:

quvz) + (gx + Uy)d’ =0.

(Siehe Leipz. Berichte 1897, p. 347-350)
Wenn folglich Xf = z%, so ist £ = n = 0 und unsere Bedingungs-
gleichung nimmt die Form:

X' =0
an, u. s. w.
In der Gleichung (Seite 14 unten) war im Manuscript 7.p+0,q statt
27.p + 20.q geschrieben. Wir haben es corrigiert. G. S.

Ueber vertauschbare Transformation etc. sieche Lie-Engel Th. d.
Tr. 1, p. 259. G. S.

Wenn die Relationen (X;U) = 0 und (X,U) = 0 identisch bestehen
sollen, so erhélt man durch Ausrechnung

woraus

f: f(m,y), n= 77(%9)
§:z~oz(x,y), @:56<$7y)
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19.

20.

21.

22.

23.

Man sieht leicht dass die allgemeinste Transformation bei welcher z%

und 3% ihre Form bewahren, durch die Gleichungen (8) gegeben ist.
Sind ndmlich x4, y;, 21, 31 neue Verdanderliche so geht z und 3 L iiber
in

8:701 8f 03/1 0f 82’1 0f 851 8f

0z 0m  Fo: oy 0z 0m  F0: s

und
or, OJf Ooy1  Of 0z Of %'8f

38—3'9—961*3@—3'8—%*38—3'@—21*3@5 051

und wenn diese Transformationen die Formen z; 5 a L und 38f erhalten
sollen, miissen

vy Oy _ Oy _Ory _ Oy O _
0z 0z 0z 03 03 03

und
JOn O3 _
82’ — <1 383 =3
das heisst, 1, 1, 21, 31 sind durch Gleichungen von der Form (8) be-
stimmt. S.

Im Manuscript war das Glied
2.V, — £2,V,
T av
durch einen Schreibfehler vergessen. Wir haben es ergénzt. G. S.

Sieh z. B. Lie-Scheffers: Geometrie der Berihrungstransforma-

tionen 1, p. 289. G. S.
Im Manuscript war A und B statt A; und B; geschrieben. Wir haben
es corrigiert. G S.

Uf bedeutet hier die verkiirzte inf. Transformation f + 77
Ein Multiplicator M von Uf ist definirt durch

O(ME) | O(Mn)
ox * dy

=0

Siehe z. B. Encyclopedie der math. Wiss. 1TA 5, 12. S.
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SoprHUS LIE. M.N. K.

24. Im Manuscript hat Lie dieses zuerst etwas anders redigiert, aber spéter

seine urspriingliche Redaction durch die vorliegende ersetzt. Aber da
diese urspriingliche Redaction die Sache ausfiihrlicher darstellt, denken
wir, dass es von Nutzen sein kann, diese im Auszug zu reproducieren,
um so mehr, als dhnliche Uberlegungen in dem Folgenden sehr oft vor-
kommen.

Wenn wir die neuen Verédnderlichen

M(z,y)
N(z,y)’

T = Y1 = Y(x7y)a 2 = Z, 31=3 (a)

einfiihren, so geht Uf iiber in

— (M of —,.,. 0f
Ul—=) =—+UY)=—:
(N> 8[)31 + ( )ayl
Aber infolge Satz 2 ist U (%) = 0, und wenn wir Y durch die

Gleichung
)4 Y ( M

$or g, = W) = p(z1)
bestimmen, so wird unsere Transformation Uf die Form

)
pln) - a_yfl

erhalten.

Durch die Variablenénderung (a) gehen andererseits die inf. Trans-
formationen z% und 5% in zlg—zfl und 5159—2’; iiber, (d. h. sie bleiben
invariant) wéhrend das Integral die Form

A B Qlll %11 C 1 1
f( 11+ 1Q1+ p. +°5.4 n (Pd. — qp.)

21 31 2131

erhélt, und dabei sind die Coefficienten Ay, By, ... D; Funktionen von
x1 und y;, die allerdings im Allgem. eine andere Form als die alten
Coefficienten A, B, ... D haben.

Durch diese Betrachtungen erkennen wir, dass es im vorliegenden
Falle moglich ist, die kanonischen Veranderlichen z, vy, z, 3 von vorn-
herein derart zu wihlen, dass die Gruppe Uf die Form

of of of

/l(x)a—y + Zos + 358—5

erhalt. S.

+ Dl) dl’l dyl
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25.

26.

27.

28.

Es ist nicht nothig, die Annahme g = 1 zu machen; man sieht es
unmittelbar aus der letzte Gleichung (6), die in unserem Fall die Form

p(z)Dy = 0

annimmt, dass D eine Function von x allein ist. S.

Man sieht es leicht, wenn man bemerkt, dass
A=X(z), B=0, A=Xy(z), B=0, D=D(x)
und folglich
w=C-D@), o=X'(), o=X|)

was eingesetzt in die Gleichungen (10) und (6), die angegebenen Werthe
von &, n, o und f3 liefert. S.

Wenn wir z. B. die erste Gleichung (10) betrachten, wo
N=w=CD+2AB — AB
ist, und wenn wir neue Veranderliche

Ty = X(.fl?,y), = Y(l’,y), 21 =2Z2, 31 =3

einfithren und die Gleichung AN; = N (Seite 21) ins Auge fassen, so
sehen wir, dass
Ny =1

wird, sobald x; und y; durch die Bedingung
— =— —— - —=0CD+2B - AB

bestimmt sind, was offenbar auf unendlich viele Weisen moglich ist.
Folglich kénnen wir von vornherein N = 1 annehmen. Vergleiche auch
Note 24. S.

Vielleicht ist folgende directe Uberlegung vorzuziehen:
Unsere Bedingung, dass alle Unterdeterminanten von

W Wy Wy

0 0Oz Oy
o 0y Oy
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29.

30.

31.

32.

SoprHUS LIE. M.N. K.

identisch verschwinden sollen, giebt

WOz = OWg, WOy = QWy,

WO, = OWy, wo, = ow,, etc.
Aber da N = w =1 ist, so wird
QJ} _= Qy = O-.Z’ = O'y = O

d. h. p und o sind Constanten. S.

(Zu Seite 30). Wir haben einige Worte eingeschaltet um den Ubergang
zum Folgenden zu vermitteln.

Bei dieser Gelegenheit miissen wir auch die Bemerkung machen,
dass im letzten Falle, wo

ist, die Gleichungen (6) identisch befriedigt werden, und dass folglich

0
Uf = §—f+778—f+ aa—f+5ﬁ of

wird, wo &, 1, a und [ willkiirliche Funktionen von x und y sind.

S.

Im Manuscript war das Theorem nicht fertig geschrieben, und Lie hat
einen Zwischenraum gelassen um es spéter zu vervollstandigen. Wir ha-
ben es gethan, und das Zugefiigte durch eckige Klammern angedeutet.

G. S.

Uber Systeme partieller Differentialgleichungen, deren allgemeinste
Losungen nur von einer endlichen Anzahl willkiirlicher Constanten
abhéngen, sieche Lie-Engel Th. d. Tr. I, Kap. 10.

In der letzten Gleichung war im Manuscript 2458, — A%B, und AB, —
AB, statt AB,—AB, und AB,—AB, geschrieben. Wir haben es richtig
gestellt. G. S.

Genau wie im vorigen Falle (Seite 23) kann man wohl nicht verfahren,
weil C' = 0 ist und man folglich nicht mit C' multipliciren kann; aber
wenn man die erste und letzte der 4 Gleichungen (Seite 32) addirt,
erhdlt man unmittelbar die erste Gleichung (16) u.s. w.  G. S.
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33.

34.

35.
36.

37.
38.

39.
40.

Vergl. Note 27. Bei der entsprechenden Variablendnderung bleiben die
Bedingungen C' = 0 und A8 — 4B # 0 invariant und wir konnen von
vornherein die Annahme w = 1, &, + 7, = 0 machen. S.

Die beiden inf. Transformationen der Gruppe seien

of of of of
Pz— und Ugf:%a—x—‘/;va—y

Ulf:Py%_ ay

Nach S. Lie: Leipz. Berichte 1895, p. 294 u. f. ist es nun moglich,
neue Verdnderliche

Ty = X($7y)
v =Y (z,y)

einzufiihren, die der Bedingung
XY, - XY, =1

geniigen und die infinitesimale Transformation U; f auf die Form einer
Translation aa—Jl bringen. S.

Siehe z. B. Th. d. Tr. 111, s. 713. S.

Es geniigt z. B., die neuen Verinderlichen

Xy
I =z, ylzy_?

einzufiihren.
Wie oben bemerkt, kénnen wir hier D = 0 annehmen.

Es geniigt, die neuen Verédnderlichen

Xy
=g =Y + T
einzufiihren. G. S.
Vergleiche Seite 21. S.
Es geniigt, die neuen Verdnderlichen x; = — X', y; = y einzufiihren.

G. S.
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41.

42.

SoprHUS LIE. M.N. K.

Hier ist, wie man leicht sieht, ein Fehler. Wenn man némlich die neuen
Verdnderlichen

einfithrt, so bleibt:

und (Seite 20)
A =2A- ¢ ()

d. h.
A, = ng&(x)

und 2(; kann folglich nicht Null werden.
Man sieht aber leicht, dass die Transformation

r =9y — J gda:
B=Y- j %CM
unsere Forderung erfiillt. S.
Am Rande seines Manuscripts hat S. Lie geschrieben:
I (gar keine inf. Trfn., £ =0, n=0)

und wie es auch aus dem Falle VIII (Seite 53) hervorgeht, ist hier
der Fall angedeutet, wo die Gruppe nur die identische Transformation
enthélt, dass heisst, wo

=0, n=20
sind. Die Gleichungen (15) geben alsdann:
0= Ao, + Bay, + A5, + Bj,
und wegen der Voraussetzung sind

C=0, AB-AB#£0.
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43. Es geniigt, neue Veranderliche x; und y; einzufiihren, wo x; eine Losung
der Gleichung

(9:1:1 8951
A—+B—=0
ox * Jy
ist. Die Formeln auf der Seite 21 zeigen dann, dass A; = 0 und dass
folglich A, B; = 0 wird. G. S.

44. Es geniigt die neuen Verdnderlichen z1, v, als Losungen der Gleichung

dz1 Oy d0z1 Oy .

oxr Oy Oy Ox
zu nehmen (Vergl. Seite 21). S.
45. Wie man leicht sieht, kann die Integralinvariante in diesem Falle auf
die Form B LB
j (_q + _Cl) dx dy
z 3
gebracht werden. S.
46. Siehe die Transformationsformeln auf Seite 21. S.
47. Im Manuscript war durch einen Schreibfehler Xf statt Uf geschrieben.
Wir haben es corrigirt. S.

48. In den expliciten Ausdriicken von £ und 7; tritt die Integrationscon-
stante nur als Faktor auf, und es giebt folglich nur eine wesentliche
infinitesimale Transformation & % + ng—g.

Um die Voraussetzungen des Falles XII, Seite 56 herzuleiten, geniigt
es, die neuen Veridnderlichen

SO ist
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49.

50.

SoprHUS LIE. M.N. K.

und Uf erhilt in den neuen Verénderlichen 1, y; die Form g—xfl.

Die Transformationsformeln auf der Seite 21 geben andererseits:
A1 :O, 52(1:(), Bl :fB, %1 25%:%31

Man sieht leicht, unter Anwendung der Formel {B, + B¢, +nB, = 0,

dass
0B,

8331
so dass Bj eine Funktion von g; allein ist. Endlich kénnen wir neue
Veranderliche zq, und 31, einfiihren derart, dass D; = 0 wird.

Wir kénnen also von vornherein die Voraussetzungen machen:
C=0, A=0, A=0
B=Y(y), B =y Y(y), D=0

und Uf hat die Form

=0

_of,  of ,0f
UF =5 T2, T39%;

w. Z. b. w. S.

Um die Voraussetzungen des Falles XIII, Seite 56, herzuleiten, geniigt
es, die neuen Verédnderlichen

(x) b
T = e ), Y1 =
' " ()
einzufithren. Man erhilt dann:
B
A=2B C;=0 A =0 B, = =
Y 1 9 1 Y 1 S0/<:L') yl
B By()
1 ) 1 o) () L1Y1, etc
w. z. b. w. S.

Um die Voraussetzungen des Falles XIV, Seite 57, herzuleiten, geniigt
es, die neuen Verédnderlichen

=), Y=y
zu setzen. Wir bekommen dann:

01 == 0, A1 == 911 == 0, Bl == Bl(l’l), %1 == l’lBl, etc.
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ol.

02.

93.

o4.

Um die Voraussetzungen des Falles XV, Seite 57 herzustellen, geniigt
es die neuen Verédnderlichen

T =, yp=W
einzufithren. Man erhalt alsdann:

01:141:31:%1:0

und A, = 1.
Unsere infin. Transformation erhélt dabei die Form:
af of
=4 4 Const. == + ...
§(x,y)8x1 + Cons o +

Durch eine Variabelndnderung in den z und 3 erreicht man ausserdem,
dass D = 0 wird. S.
Anstatt A, und B, diirften eigentlich (,), und (8,), geschrieben
werden etc. G. S.

Ausser diesen drei Gleichungen muss, um die angedeutete Reduction
zu erhalten noch eine vierte zugefiigt werden, nédmlich:
Y, Y,
A— +B— =Y.
ox * oy !
Wenn man Y; durch diese Gleichung bestimmt, findet man durch
die erste und letzte Gleichung im Texte, dass

0X; ‘B 0X1 2A

or Y. oy W

und man sieht durch Anwendung der Relation 2(, +‘B, = 1 dass dieses
System vollsténdig integrabel ist.

Dass Uf bei dieser Variabelnidnderung seine Form behélt, folgt aus
den Leipz. Berichte 1895, Seite 294, 306. S.

Es geniigt, die neuen Verénderlichen

1 :C(x7y)7 B =Y, 21 =z, 31=3

einzufithren. Dann wird namlich

Ci=C=ux etc G. S.
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55. Im Manuscripte war die Gleichung nicht vollstéindig geschrieben. Wir
haben es korrigirt. G. S.
56. Im Manuscripte war X (z) statt u(z) geschrieben. S.
57. Siehe Mathematische Annalen B. XI. G.
58. Siehe Leipz. Berichte 1895. Seite 294. G. S.
59. Siehe Lie-Engel: Theorie d. Trf. Gr. 111, Seite 681. G. S.
60. Siehe: Archiv for Mathematik og Naturvidenskab Bd. VIII, S. 384-451.
(Infolge einer Mitteilung von Hr. Prof. F. Engel). G. S.
Berichtigungen.
61. Statt qza, war im Manuscript q3a, geschrieben. Wir haben es corrigirt.
V. Vi
62. Statt va soll ‘va stehen.
63. Im Manuscript war statt Symbole Definitionsgl. geschrieben.
64. Von Seite 30 soll die Note 29 ausgehen.
65. Statt 29— pg soll C' - pq;szq stehen.
z
. , . 1 . : 1
66. Zu den zwei Klammern miissen die Factoren ol beziehungsweise e

zugefiigt werden.

Trykt den 24de oktober 1902.
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